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Finite Size Effect of Nanoparticles to 

the Atomic Pair Distribution 

Functions 19 h 53 13/7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

The finite size effects of the 

nanoparticles to the atomic pair 

distribution functions (PDF) are 

discussed by calculating the radial 

distribution functions (RDF) on 

nanoparticles with various shapes, 

such as sheet, belt, rod, tube and 

sphere, assuming continua. Their 

characteristics are shown depending 

on the shapes and the sizes of the 

nanoparticles. Alternately, these 

PDFs can be used to measure the 

shapes and the sizes of ordered 

lattice part inside of any materials 

such as nanoparticles and bulks. 

1.Introduction 

Many types of nanoparticles have 

been synthesized, and studied on 

their physical and chemical 

properties. The nanoparticles may 

exhibit the exotic physical properties, 

which can be different from those of 

the bulk materials due to their finite 

sizes. The studies on the atomic-

scale structures of the nanoparticles 

give us information to understand 

their properties. However, it is hard 

to determine their structures by 

ordinary techniques used for the bulk 

materials, for example, traditional 

Sự Ảnh Hưởng của Kích Thước Hữu Hạn của Các Hạt 

Nano đến các Hàm Phân Bố Cặp Nguyên Tử  

Hàm phân bố cặp (PDF): hàm mô tả phân bố khoảng cách 

giữa các cặp hạt trong một thể tích nhất định. 

 

Từ “hữu hạn” dịch từ chữ “Finite” trong bản gốc. Như 

chúng ta đã biết, kích thước của hạt nano từ vài nano mét 

đến vài chục nano mét, còn kích thước của vật liệu khối 

khoảng vài cm, rõ ràng cm lớn gấp hàng chục triệu nano 

mét nên chúng ta có thể nói: so với một hạt nano, vật liệu 

khối có kích thước lớn vô cùng (vô hạn) và hạt nano có kích 

thước hữu hạn (vài nano đến vài chục nano). Vì vậy, tác giả 

của bản gốc cũng như em cảm thấy từ  “Finite” này có 

nghĩa và không lược bỏ nó.  

Chúng tôi nghiên cứu ảnh hưởng của kích thước hữu hạn 

của các hạt nano đến hàm phân bố cặp nguyên tử (PDF) 

bằng cách tính hàm phân bố xuyên tâm (RDF) trên các hạt 

nano  hình dạng khác nhau, chẳng hạn như tấm, dải, thanh, 

ống và hình cầu, giả sử môi trường liên tục. Chúng ta sẽ 

thấy đặc điểm của các hàm này phụ thuộc vào hình dạng và 

kích thước của các hạt nano. Bên cạnh đó, chúng ta có thể 

sử dụng các PDF để đo hình dạng và kích thước của phần 

mạng tinh thể có trật tự bên trong bất kỳ vật liệu nào chẳng 

hạn như các hạt nano và vật liệu khối.  

Sheet: một số tài liệu dịch là phiến 

 

 

 

 

1.Giới thiệu  

Hiện nay, chúng ta đã tổng hợp thành công và nghiên cứu 

các tính chất vật lý và hóa học của nhiều loại hạt nano. Các 

hạt nano có những tính chất vật lý mới lạ, khác biệt so với 

những vật liệu khối do kích thước hữu hạn của chúng. 

Nghiên cứu về cấu trúc của các hạt nano ở quy mô nguyên 

tử sẽ cung cấp cho chúng ta thông tin về những tính chất đó. 

Tuy nhiên, rất khó xác định cấu trúc của chúng bằng các kỹ 

thuật thông thường mà chúng ta thường dùng cho các vật 

liệu khối, chẳng hạn phân tích Rietveld truyền thống. Trong 

trường hợp các hạt nano, chúng ta không thể phát hiện được 

các peak Bragg rõ nét và dữ liệu nhiễu xạ chủ yếu là do tán 

xạ khuếch tán, bởi vì các ô đơn vị của chúng chỉ sắp xếp 

đều đặn trong phạm vi vài nano.  

 



Rietveld analysis. In the case of the 

nanoparticles, the well-defined 

Bragg peaks are not observed and the 

diffraction data mainly consist of the 

diffuse scattering, because the 

periodicity of their unit cells is 

limited to nanoscale. 

The technique of the atomic pair 

distribution function (PDF) can be 

applicable to the determination of the 

local structure of the nanoparticles. 

For the system composed of one kind 

of atom, the number of pair-atoms in 

a shell of thickness dr at distance r 

from another one are obtained as 

R(r)dr, where R(r) is the radial 

distribution function (RDF). R(r) is 

related to the reduced pair 

distribution function G(r) via the pair 

distribution function g(r) as follows 

(Egami & Billinge, 2003). 

…….(1) 

………(2) 

where p0 is a number density of 

atoms in the sample. Experimentally, 

G(r) can be obtained from the total 

scattering structure function S(Q) via 

Fourier transformation as follows. 

…….(3) 

where Q is the magnitude of the 

wave vector. In the cases of 

amorphous materials and the 

nanoparticles, even if S(Q) does not 

have any well-difined peak as 

mentioned above, G(r) can have 

sharp peaks, at least, in the small r-

region. Then the PDF analysis is 

applicable to the structural analysis 

of the materials whose structures 

have short range correlation. 

Recently, the technique of PDF has 

been applied for the determination of 

the structure of nanoparticles 

(Gilbert et al., 2004, Petkov et al., 

 

 

 

 

 

 

 

Kỹ thuật hàm phân bố cặp nguyên tử (PDF) có thể áp dụng 

để xác định cấu trúc cục bộ của các hạt nano. Đối với hệ 

bao gồm một loại nguyên tử, số cặp nguyên tử trong một 

lớp dày dr cách lớp khác một khoảng r là R(r)dr, trong đó 

R(r) là hàm phân bố xuyên tâm (RDF). R(r) có liên quan 

đến hàm phân bố cặp rút gọn G (r) qua hàm phân bố cặp 

g(r) như sau (Egami & Billinge, 2003).  

 
 

 

 

 

 

 

Trong đó  là mật độ nguyên tử trong mẫu. Về mặt thực 

nghiệm, chúng ta có thể tính được G(r) từ hàm cấu trúc tán 

xạ toàn phần S(Q) qua biến đổi Fourier như sau.  

 
trong đó Q là độ lớn của vector sóng. Trong trường hợp vật 

liệu vô định hình và các hạt nano, cho dù S(Q) không có bất 

kỳ peak rõ nét nào như đã nói ở trên, G(r) có thể có các 

peak rõ ràng ít nhất là trong một vùng r nhỏ. Thế thì, chúng 

ta có thể áp dụng PDF để phân tích cấu trúc của vật liệu có 

tính tương quan tầm ngắn. Gần đây, người ta đã áp dụng kỹ 

thuật PDF để xác định cấu trúc của các hạt nano (Gilbert và 

các cộng sự, 2004, Petkov và các cộng sự, 2004, Gateshki 

và các cộng sự, 2004, McKenzie và cộng sự, 1992.).  

 

 

 

 

 

 



2004, Gateshki et al., 2004, 

McKenzie et al., 1992). 

So far, the effect of the shape and 

finite size of a nanoparticle, 

however, has not been considered in 

the PDF analysis. The atomic 

correlation remains only in the size, 

and as a result, G(r) does not have 

any peak in the larger r-region than 

the particle- size if there is no 

correlation between near-by 

particles. Actually, G(r) of C60 has 

sharp peaks at r smaller than the 

diameter of C60 molecule while at r 

larger than the diameter, G(r) has 

only small broad peaks 

corresponding with the correlation 

between the molecules (Egami & 

Billinge, 2003). Furthermore, the 

intensity of the PDF must be reduced 

from that of the bulk sample with 

infinite size, due to the finite size 

even at r smaller than the particle 

size. So the distribution functions 

modified by their sizes and shapes 

need to be used for the detailed 

structural analyses of nanoparticles. 

Such analysis gives another 

structural information of the 

nanoparticle. The nanoparticle of the 

zinc sulfide is analyzed by PDF with 

the spherical shape effect (Gilbert et 

al., 2004). After they determined the 

averaged size and the shape of the 

nanoparticle by means of small angle 

X-ray scattering and ultraviolet- 

visible absorption spectroscopy, they 

discussed the disorder and the strain 

in the nanoparticle from the 

difference between the averaged size 

and the local correlation size by 

PDF. The corrections of the averaged 

size are crucial to discuss the local 

lattice disorder in the nanoparticle. 

 

 

Tuy nhiên, đến lúc này, ảnh hưởng của hình dạng và kích 

thước hữu hạn của các hạt nano vẫn chưa được xét đến 

trong phân tích PDF. Tương quan nguyên tử vẫn giữ nguyên 

theo kích thước, và do đó G(r) không có bất kỳ peak nào 

trong vùng r lớn hơn kích thước hạt nếu không có tương 

quan giữa các hạt gần nhau. Thực sự, G(r) của C60 có các 

peak rõ nét ở r nhỏ hơn đường kính phân tử C60 trong khi ở 

r lớn hơn đường kính, G(r) chỉ có các peak rộng và thấp 

ứng với sự tương quan giữa các phân tử (Egami & Billinge, 

2003 ). Hơn nữa, cường độ của PDF phải giảm so với vật 

liệu khối có kích thước vô hạn, do kích thước hữu hạn ngay 

cả khi r nhỏ hơn so với kích thước hạt. Vì vậy, chúng ta cần 

sử dụng các hàm phân bố hiệu chỉnh theo kích thước và 

hình dạng của chúng để phân tích chi tiết cấu trúc của các 

hạt nano.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Phép phân tích như thế cho chúng ta thông tin khác về cấu 

trúc của hạt nano. Các nhà nghiên cứu đã phân tích các hạt 

nano kẽm sunfua bằng PDF với hiệu ứng hình cầu (Gilbert 

và các cộng sự, 2004). Sau khi xác định kích thước trung 

bình và hình dạng của các hạt nano bằng phương pháp tán 

xạ tia X góc nhỏ và quang phổ hấp thụ tử ngoại-khả kiến, 

họ phân tích hiện tượng lệch mạng và ứng suất trong hạt 

nano thông qua sự khác biệt giữa kích thước trung bình và 

kích thước tương quan cục bộ bằng PDF. Sự hiệu chỉnh 

kích thước trung bình rất quan trọng trong quá trình khảo 

sát hiện tượng lệch mạng cục bộ trong các hạt nano. 

Disorder: lệch mạng, biến dạng, không có trật tự   

 

 

 

 

 



 

In this paper, we calculate the RDFs 

of the various nanoparticles by 

assuming that they are continua, for 

the corrections of the averaged size 

and the shape effect, and the 

correction factor to the RDFs and 

reduced PDFs for the various 

nanoparticles are obtained. By using 

the correction factor, the corrected 

formulation of the PDF analysis on 

nanoparticles are presented. Based 

on our calculations, the method to 

estimate the sizes of the parts with 

ordered and disordered lattice in the 

particle, is also proposed. 

2. Calculations 

In the calculation of the radial 

distribution function R(r) of a 

nanoparticle, we consider the atomic 

pair distribution only in the particle, 

and assume that the atomic density is 

zero (vacuum) outside of the particle. 

The total atomic density in the 

nanoparticle is p'0. The RDF of the 

three dimensional continuum with 

infinite size is given as Rx(r) = 

4nr2p0, as mentioned in the next 

section. So the RDF of the 

nanoparticle, Rnano(r), is modified 

by the correction factor f (r) which is 

defined as, 

…………………. 

When r ^ 0, f (r) must be unity, and 

when r is larger than the size of the 

nanoparticle or r ^ to, f (r) becomes 

zero. This factor can be regarded as a 

kind of particle form factor instead 

of a well-known atomic form factor. 

In the real analysis, the pair 

distribution between the particles 

must be considered. The formulation 

including the pair distribution 

beween particles will be discussed in 

 

Trong bài báo này, chúng ta sẽ tính các RDF của những hạt 

nano khác nhau, giả sử chúng là môi trường liên tục, khi có 

tính đến kích thước trung bình và hiệu ứng hình dạng, và 

tính toán hệ số hiệu chỉnh cho các RDF và các PDF rút gọn 

của các hạt nano khác nhau. Dùng hệ số hiệu chỉnh, chúng 

ta sẽ suy ra được công thức hiệu chỉnh của phân tích PDF 

trên các hạt nano. Dựa vào tính toán này, chúng tôi cũng đề 

suất phương pháp tính kích thước các phần mạng có trật tự 

và mạng bị  disorder trong hạt.  

Disorder: lệch mạng, biến dạng, không có trật tự   

 

 

 

 

 

2. Tính toán  

Trong tính toán hàm phân bố xuyên tâm R(r) của một hạt 

nano, chúng ta chỉ  xét phân bố cặp nguyên tử bên trong hạt, 

và giả sử mật độ nguyên tử bằng không (chân không) bên 

ngoài hạt. Mật độ nguyên tử toàn phần trong hạt nano là . 

RDF của môi trường liên tục ba chiều kích thước vô hạn là 

, chúng ta sẽ đề cập đến vấn đề này trong 

phần tiếp theo. Vì vậy, RDF của hạt nano, Rnano(r), được 

hiệu chỉnh theo hệ số hiệu chỉnh f(r) có dạng,  

 
 

 

 

 

 

 

Khi , f (r) phải bằng một, và khi r lớn hơn kích thước 

của hạt nano hoặc , f (r) sẽ bằng không. Hệ số này có 

thể được xem là hệ số hình dạng hạt thay vì hệ số hình dạng 

nguyên tử thông thường.  

 

 

Trong phân tích thực tế, chúng ta phải xét phân bố cặp giữa 

các hạt. Việc phát biểu bài toán có xét đến phân bố cặp giữa 

các hạt sẽ được đề cập đến trong § 4.  

 

 



§4. 

3. Calculated Results 

3.1. Simple Case 

In this subsection, we take up simple 

cases and discuss the effect of the 

dimensionality of particles to the 

radial distribution function. First, we 

consider the wire with an 

infinitesimal thickness shown in Fig. 

1(a). 

Figure 1 

Schematic diagram of (a) 1D, (b) 2D, 

(c) 3D particles, and (d) a nanobelt. 

 

The density in this wire is defined as 

p0 sion is an inverse of the length. 

Here we assume that r is much 

smaller than the length of the wire L. 

The number of atoms in an length dr 

at the distance r from the atom at 

origin (O), is 2P0, 1Ddr, as shown in 

the figure. Then the radial 

distribution function is obtained as, 

In the case of the sheet with an 

infinitesimal thickness shown in Fig. 

1(b), if r << L, atoms paired with the 

one at origin O, are in the ring with a 

radius r and a thickness dr which is 

shown by the bold line in Fig. 1(b). 

So R2D(r) is given by, 

In the case of the three dimensional 

block shown in Fig. 1(c), paired 

atoms are in the spherical shell with 

a radius r and the thickness dr, and 

R3D(r) is given by, 

R3D (r) = 4nr2p0; 

In the cases of one, two and three 

dimensional nanoparticles, RDF 

functions have the r-dependences of 

r-constant, r-linear and r-square, 

respectively. 

Next, we calculate the RDF of the 

nanobelt with the width of a and an 

infinitesimal thickness which is 

 

3. Kết quả tính toán  

3.1. Trường hợp đơn giản  

Trong mục này, chúng ta xét trường hợp đơn giản và phân 

tích ảnh hưởng của số chiều đến hàm phân bố xuyên tâm. 

Đầu tiên, chúng ta xét dây có độ dày cực nhỏ như hình. 1 

(a).  

 

 

 

Hình 1  

Sơ đồ minh họa (a) các hạt nano 1D, (b) 2D, (c) 3D, và (d) 

dải nano.  

 

Mật độ trong dây này kí hiệu là  bằng nghịch đảo độ 

dài. Ở đây, chúng ta giả sử rằng r nhỏ hơn nhiều so với độ 

dài của dây L. Số nguyên tử trên đoạn dr nằm cách gốc tọa 

độ (O) một khoảng r  là , như trong hình. Thế thì 

hàm phân bố xuyên tâm có dạng,  

 
 

 

 

Trong trường hợp tấm có độ dày nhỏ vô cùng như trong 

hình. 1 (b), nếu r << L, các nguyên tử ghép cặp với nguyên 

tử ở gốc tọa độ O nằm trên một vành bán kính r và dày dr 

(được biểu diễn bằng đường đậm nét trong hình. 1 (b)). Vì 

vậy, R2D(r) có dạng,  

 
Trong trường hợp khối ba chiều như trong hình. 1 (c), các 

nguyên tử ghép cặp nằm trong vỏ hình cầu bán kính r và 

dày dr, và R3D(r) có dạng,  

  
 

Trong trường hợp các hạt nano một, hai và ba chiều, các 

hàm RDF lần lượt phụ thuộc r dưới dạng r mũ 0, r, r bình.  

 

 

 

Tiếp theo, chúng ta tính RDF của dải nano có độ rộng a và 

độ dày vô cùng nhỏ như hình. 1 (d), đây là một loại cấu trúc 

hạt nano điển hình. Ở đây, chúng ta giả sử rằng r<<L. 



shown in Fig. 1(d), as an example of 

the typical nanoparticle. Here, it is 

assumed that r C L. In this case, we 

consider the number of atoms in an 

annulus of thickness dr at a distance r 

from another one at a position P 

which is distant from the edge of the 

belt by p, as shown in the figure. It is 

given by R(r, p)dr. So R(r, p) can be 

regarded as the "partial radial 

distribution function” (PRDF) at p. 

R(r) is given by J0R(r, p)dp/a. If r < 

a/2, R(r, p) is proportional to the 

length of the circumference for r < p 

< a — r, and it is proportional to the 

length of the arcs with interior angles 

of 2n — 20 for p < r, and 2n — 29' 

for a — r < p < a, where 6 = cos-1 £ 

and O' = cos- 

In the case that a/2 < r < a, R (r, p) is 

proportional to the length of the arcs 

with interior angles of 2n — 20 for p 

< a — r and 2n — 20' for r < p < a. 

At the other p, R(r, p) is proportional 

to the length of the bold line shown 

in Fig. 1(d). Then 

 

 

 

 

 

Since for r > a, R(r, p) is obtained by 

the bold line for all p,  

 

 

 

By calculating the above 

integrations, we obtain the RDF of 

the nanobelt as follows.  

 

 

 

 

 

Trong trường hợp này, chúng ta xét số nguyên tử trong một 

hình vành khăn dày dr cách một khoảng r so với  vị trí P, vị 

trí này cách biên của dây là p như biểu diễn trong hình. 

Chúng ta kí hiệu hàm RDF là R(r, p) dr. Vì vậy, chúng ta có 

thể xem R(r,p) là "hàm phân bố xuyên tâm từng phần" 

(PRDF) tại p. R (r) bằng . Nếu r<a/2, R(r,p) 

tỷ lệ với chu vi khi , và nó tỷ lệ thuận với độ 

dài của cung tương ứng với góc  khi , và 

  khi , trong đó  và 

. Vì vậy 

 
 

 

Trong trường hợp , R(r,p) tỷ lệ thuận với độ 

dài của cung ứng với góc   khi  và 

 khi . Tại khoảng giá trị p còn lại, R(r,p) 

tỷ lệ với chiều dài của đường đậm nét trong hình. 1 (d). Thế 

thì 

 
 

Bởi vì khi , chúng ta tính được R(r,p) thông qua 

đường đậm nét cho mọi p,  

 
Khi tính các tích phân ở trên, chúng ta tính được  RDF của 

dải nano như sau.  

 



When r is much smaller than a, 

R2Dbelt ~ 2nrp'0 2D, which is equal 

to RDr). For r > a, R2Dbeit ~ 2ap0 

2D, equal to Rw(r). The calculated 

R(r) of the nanobelt is shown in Fig. 

2. 

Figure 2 

The radial distribution functions of 

the wire (1D), the sheet (2D) and the 

nanobelt. 

Here, we use parameters of p02D = 

1. The RDFs of the wire and the 

sheet are also plotted in the figure, 

assuming same atomic densities. For 

r ^ 0, the RDF of the nanobelt 

approach the RDF of the 2D sheet, 

and for r ^ a, they merge into that of 

the wire. We know the effect of the 

dimensionality to the RDF by such 

simple calculations. 

3.2. Nanosheet 

From this subsection, we consider 

the realistic model. First, we take up 

the nanosheet with a thickness of t as 

shown in Fig.3  

Figure 3 

(a) Three dimensional scheme of the 

nanosheet with a thickness t. (b) The 

sectioned diagram of the nanosheet. 

The area is L x L and it is assumed 

that r C L. The atomic density in the 

sheet is p'0 3D. Here, we also 

consider the PRDF at p, R(r,p), 

where p is a distance between the 

center of the sphere with a radius r 

and the bottom wall of the sheet, as 

shown in Fig. 3(b). R(r, p) is 

obtained as product of p0 3D and the 

volume of the overlapping part of the 

sheet and the spherical shell with a 

radius r and a thickness dr, shown by 

the bold line in the figure. Rsheet(r) 

is given by f^R(r, p)dp/t. In the case 

of r < t/2, R(r, p) is given as the 

Khi r nhỏ hơn nhiều so với a, R2Dbelt ~ , tức bằng 

R2D(r). Khi r>> a, R2Dbelt ~ , bằng R1D(r). R(r) của 

dải nano được biểu diễn trong hình. 2.  

 

 

Hình 2  

Hàm phân bố xuyên tâm của dây (1D), tấm (2D) và dải 

nano.  

 

 

Ở đây, chúng ta dùng các tham số . Các RDF của 

dây và tấm cũng được vẽ trong hình, giả sử các mật độ 

nguyên tử như nhau. Khi r 0, RDF của dải nano chuyển 

thành RDF của tấm 2D, và khi r >>a, chúng chuyển thành 

RDF của dây. Chúng ta biết ảnh hưởng của chiều đến RDF 

thông qua những tính toán đơn giản như thế.  

 

 

 

3.2. Tấm nano (có thể dịch là „lá nano, phiến nano”) 

 

Từ mục này, chúng ta xét các mô hình thực tế. Đầu tiên, 

chúng ta xét tấm độ dày t như trong hình 3  

 

 

Hình 3  

(a) Hình vẽ ba chiều của tấm nano có độ dày t. (b) Mặt cắt 

của tấm nano.  

 

Diện tích bằng L  L và chúng ta giả sử rằng r<< L. Mật 

độ nguyên tử trong tấm là . Ở đây, chúng ta cũng xét 

PRDF tại p, R(r,p), trong đó p là khoảng cách giữa tâm hình 

cầu bán kính r và mặt dưới của tấm, như trong hình. 3 (b). 

Chúng ta sẽ tính được R(r, p) dưới dạng tích của  và 

thể tích phần xen phủ của tấm và vỏ cầu bán kính r và độ 

dày dr, được biểu diễn bằng đường đậm nét trong hình. 

Rsheet (r) có dạng . Trong trường hợp 

, R(r,p) chính là số nguyên tử trong toàn bộ vỏ hình cầu 

khi . R(r, p) tỷ lệ với diện tích bề mặt của vật, 

tính bằng cách lần lượt quay hình quạt một góc trong  và 

 khi  và , trong đó  

 



number of atoms in the complete 

spherical shell for r < p < t - r. R(r, p) 

is proportional to the surface area of 

the object obtained by rotating the 

fan with a interior angle 6 and 6' for 

p < r and t - r < p < t, respectively, 

where 

In the case of t/2 < r < t, R(r, p) = 

2nr2(1 + p/r)p‟0 3D for p < t — r, 

andR(r,p) = 2nr2(l + t^)p[)}3D for r 

< p < t. For t - r < p < r, R(r, p) is 

given as a product of p0 3D and the 

surface area of the object obtained by 

rotating the bold line shown in Fig. 

3(b). For t/2 < r < t,  

 

 

 

 

 

Since in the case of r > t, R(r, p) = 

2nrt for all p, 

2nrtdpp'0 3D/t• 

 

By calculating the above 

integrations, we get the RDF of the 

nanosheet as follows. 

Figure 4 

(a) The radial distribution function 

and (b) the correctionfactor of the 

nanosheet with thicknessest 

Figure 4(a) shows the RDF 

calculated on the nanosheet. In the 

calculations, the atomic density in 

the nanosheet p0 3D is unity. For r C 

t, the RDFs are proportional to r2. 

This r- dependence corresponds with 

the case of three dimensional particle 

mentioned in §2. For r > t, Rsheet(r) 

<x r, corresponding with R2D(r). 

The correction factor fsheet (r) which 

is defined by eq. (4) is shown in Fig. 

4(b). At r = 0, f (r) is unity, and it 

linearly decreases with r in the 

 
 

Trong trường hợp , 

  khi  , và  

khi . Khi , R(r, p) bằng tích của 

 và diện tích bề mặt của vật tính được bằng cách quay 

đường đậm nét trong hình. 3 (b). Khi ,  

 
 

Vì trong trường hợp  , R (r, p) = 2 rt đối với mọi p,  

 
Khi tính các tích phân ở trên, chúng ta tính được RDF của 

tấm nano như sau.  

 

Hình 4  

(a) Hàm phân bố xuyên tâm và (b) hệ số hiệu chỉnh của tấm 

nano  độ dày t  

 

Hình 4 (a) biểu diễn RDF của tấm nano. Trong các tính 

toán, mật độ nguyên tử  trong tấm nano  bằng một. Khi 

r <<t, các RDF tỷ lệ thuận với r
2
. Sự phụ thuộc r này tương 

ứng với trường hợp hạt ba chiều được đề cập đến trong § 2. 

Khi r> t, Rsheet (r)  r, tương ứng với R2D(r). Hệ số hiệu 

chỉnh fsheet(r) trong phương trình (4) được biểu diễn trong 

hình. 4 (b). Tại r = 0, f (r) bằng một, và nó tăng tuyến tính 

theo r trong vùng 0 <r <t.  

 

 

 

 

 

 



region 0 < r < t. 

3.3. Nanobelt 

Next, we consider the case of the 

nanobelt with a width a and a 

thickness t, as shown in Fig. 5. 

Figure 5 

(a) Three dimensional scheme of 

nanobelt with width a and thickness 

t. (b) The sectioned diagram of the 

nanobelt. (c) The diagram viewed 

along x-direction. 

The length of the belt L is much 

larger than r. Figure 5(b) shows a 

sectioned diagram of the belt. The 

center of the circle (P) in the figure is 

distant by p from the left wall and by 

q from the bottom wall. The PRDF at 

(p, q), R(r, p, q), is proportional to 

the surface area of the part of the 

sphere which cross the belt. The 

surface area of the object obtained by 

rotating by oix) around x axis with 

the radius v(x) is obtained by S = f 

f^y(x)d(j)ds, where ds = \Jdx2 + dv2. 

Since in the case of sphere, v = %/r2 

- x2, S = f r<f>{x)dx. Here, we 

calculate R(r, p, q) by separating six 

parts as shown in Fig. 5(b). The 

surface area of L2 is obtained by the 

rotation from zero to $\ (x) and from 

n - (x) to n, and the area of R2 is 

obtained by the rotation from zero to 

^2 (x) and from n - ^2 (x) to n, as 

shown in Fig. 5(c). The surface areas 

of the other parts are obtained by the 

rotation of n. ThenR(r, p, q) is given 

by 

The direction ofx-axis is shown in 

Fig. 5(b), and the origin ofx-axis 

corresponds with the center of the 

sphere.φ1 

are given by the relations, 

 

 

 

3.3. Dải nano  

Tiếp theo, chúng ta xét dải nano có độ rộng a và độ dày t 

như hình. 5.  

 

Hình 5  

(a) Hình vẽ ba chiều của dải nano có độ rộng a và độ dày t. 

(b) Biểu diễn mặt cắt của dải nano. (c) Hình vẽ khi nhìn 

theo hướng x. 

  

 

Chiều dài của dải L lớn hơn nhiều so với r. Hình 5 (b) biểu 

diễn tiết diện của dải. Tâm vòng tròn (P) trong hình cách 

vách trái một đoạn  p và phía dưới một đoạn là q. PRDF tại 

(p, q), R (r, p, q) tỷ lệ với diện tích bề mặt của phần hình 

cầu đi qua dải. Chúng ta tìm được diện tích bề mặt của vật 

bằng cách quay  xung quanh trục x với bán kính y(x) 

thu được qua , trong đó . 

Vì trong trường hợp hình cầu, , 

. Ở đây, chúng ta tính R(r, p, q) bằng cách phân 

chia sáu phần như trong hình. 5 (b). Diện tích bề mặt của L2 

thu được bằng cách xoay từ không đến  và từ 

 đến , và diện tích R2 thu được bằng cách xoay 

từ không đến   và từ  đến , như hình. 5 

(c). Diện tích bề mặt của các phần còn lại thu được bằng 

cách quay góc . Thế thì R(r, p, q) có dạng 

  

 
 

 

 

 

 

Hướng của trục x được biểu diễn trong hình. 5 (b), và gốc 

của trục x tương ứng với tâm của hình cầu.  và  

được tính bằng công thức,  



 

 

 

 

 

as shown in Fig. 5(c). The integral 

ranges in eq. (10) depend on the 

relations between r, t, a, p and q. The 

integral ranges of the left side (L1, 

L2 and L3) for various conditions of 

the above parameters are shown in 

Tabel 1. 

Table 1 

Integral ranges of the left side (L1, 

L2 and L3) for various conditions of 

the relations between r, t, a, p and q. 

conditions 

For R1, R2 and R3, the integral 

ranges are obtained by substituting a 

— p for p in the table. The case 

shown in Fig. 5(b) corresponds with 

the condition of r > p. \Jr2 — p2 < q 

< r and t — r < q < t — \Jr2 - p2. 

Because the integrations for the 

range L2 and R2 can not be 

calculated analytically, they are 

obtained by the numerical 

calculations. Rbeit (r) is given by,  

The RDFs calculated for the 

nanobelts with various thickness t 

axis corresponds with the center of 

the sphere. (x) and ^2 (x) are shown 

in Fig. 6(a).  

Figure 6 

(a) The radial distribution functions 

and (b) the correction factors of the 

nanobelts with various t . 

For r > a, t, Rbelt (r) become flat and 

they are proportional to atp0,3D, 

corresponding with Rw(r). The 

correction factors obtained by eq. (4) 

are shown in Fig. 6(b). At r ~ 0, 

fbeit(r) for t = a and t = a/2 are 

slighty larger than unity, due to the 

 
như hình. 5 (c). Cận tích phân trong Pt. (10) phụ thuộc vào 

mối quan hệ giữa r, t, a, p và q. Cận tích phân ở vế trái (L1, 

L2 và L3) trong các điều kiện khác nhau của các tham số ở 

trên được biểu diễn trong bảng 1.  

 

 

 

Bảng 1  

Cận lấy tích phân của vế trái (L1, L2 và L3) ứng với các hệ 

thức r, t, a, p và q khác nhau.  

Các điều kiện  

 

Đối với R1, R2 và R3, chúng ta tìm cận tích phân bằng cách 

thay thế p bằng a- p trong bảng. Trường hợp trong hình. 5 

(b) tương ứng với điều kiện  r> p,  và 

 . Vì các tích phân đối với 

khoảng L2 và R2 không thể tính được bằng phương pháp 

giải tích, chúng ta phải tính chúng bằng phương pháp số. 

Rbelt(r) có dạng,  

 
Các RDF tính cho các dải nano có độ dày t khác nhau được 

biểu diễn trong hình. 6 (a).  

 

 

 

Hình 6  

(a) Hàm phân bố xuyên tâm  và (b) các hệ số hiệu chỉnh của 

các dải nano ứng với t khác nhau.  

 

Khi r>>a, t, Rbelt(r) sẽ phẳng và chúng tỷ lệ thuận với 

 tương ứng với R1D(r). Các hệ số hiệu chỉnh thu 

được từ pt. (4) được biểu diễn trong hình. 6 (b). Tại r ~ 0, 

fbeit(r) khi t = a và t = a/2 hơi lớn hơn một, do sự thiếu 

chính xác của tính toán số.  

 

 



insufficiency of the accuracy of the 

numerical calculation. 

3.4. Nanorod and Nanotube 

 

 

In this subsection, first, we consider 

the nanorod as shown in Fig. 7(a). 

Figure 7 

(a) Nanorod with radius a. (b) The 

sectioned diagram of the nanorod 

whose center is located on A. (c) The 

diagram viewed along x-direction. 

We also assume that r C L. Figure 

7(b) shows a sectioned diagram. We 

consider the surface area of the 

overlapping part of the sphere with a 

radius r and the rod with a radius a. 

The center of the sphere is distant 

from the center of the rod by distance 

PA=p. The PRDF at p, R(r, p) is 

proportional to the surface area. It is 

similar to the cases of the nanosheet 

and the nanobelt. R(r, p) is obtained 

as 

where 0(x) is given by 

 

 

 

as shown in Fig. 7(c). The integral 

ranges I1 and I2 depend on the 

relation between the parameters, a, r 

and p. First, the case of r < a is 

considered. In this case, when p - a < 

-r, the sphere is perfectly enveloped 

in the rod. If p - a > -r, the integral 

ranges on x are obtained as, I1:p - a 

< x < r cos a and I2:rcosa < x < r, 

where cos a = p +l'pi7a • Theni?(r,/?) 

is given for r < a, 

 

 

 

 

 

 

 

3.4. Nanorod và nanotube 

Nanorod: thanh nano 

Nanotube: ống nano 

Trong mục này, trước tiên, chúng ta xét nanorod như hình. 7 

(a).  

Hình 7  

(a) Nanorod bán kính a. (b) Mặt cắt của nanorod có tâm ở 

A. (c) Hình ảnh nhìn từ hướng x.  

 

 

Chúng ta cũng giả sử rằng r<<L. Hình 7 (b) biểu diễn mặt 

cắt. Chúng ta xét diện tích bề mặt của phần xen phủ giữa 

hình cầu bán kính r và thanh bán kính a. Tâm hình cầu cách 

tâm của thanh một khoảng PA = p. PRDF tại p, R (r, p) tỷ lệ 

thuận với diện tích bề mặt. Nó giống với trường hợp 

nanosheet và dải nano. R (r, p) có dạng  

 
 

 

 

trong đó  có dạng  

 
như hình. 7 (c). Cận tích phân I1 và I2 phụ thuộc vào mối 

quan hệ giữa các tham số a, r và p. Trước hết, chúng ta xét 

trường hợp r <a. Trong trường hợp này, khi p - a <-r, hình 

cầu bị thanh bao bọc hoàn toàn. Nếu p - a>-r, các cận tích 

phân của x  có dạng, I1:  và I2: 

, trong đó  Thế thì  khi r 

<a, R(r,p) có dạng  



 

 

Since the RDF is given by J^R(r, 

p)2npdp/na2, Rrod(r) is obtained 

from the above equations as 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

The integration on x must be 

obtained by the numerical 

calculation. 

In the case that r > a, R(r, p) can be 

given by the second formula in eq. 

(11) when p + a > r. When p + a < r, 

the circle with a radius a which 

corresponds with a section of the rod, 

is completely enveloped by the circle 

with a radius r. Then R(r, p) is given 

by 

 

As the results, for r > a, Rrod is 

obtained as 

….(14) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

The integrations on x included in the 

first and the third terms are 

calculated numerically. 

Next, we consider the nanotube 

shown in Fig. 8. 

 
 

Bởi vì RDF bằng , chúng ta tìm được 

Rrod(r) từ các phương trình trên 

   
 

 

Để tính tích phân theo x chúng ta phải dùng phương pháp 

số.  

 

Trong trường hợp r> a, R(r, p) chính là công thức thứ hai 

trong pt. (11) khi p + a> r. Khi p + a <r, đường tròn bán 

kính a tương ứng với một phần của thanh, hoàn toàn bị 

đường tròn bán kính r bao bọc. Thế thì, R (r, p) có dạng  

 
Do đó, khi r> a, Rrod có dạng  



Figure 8 

(a) Nanotube with an external 

diameter 2a and an internal diameter 

2b. (b) Sectioned diagram of the 

nanotube. 

An external diameter and an internal 

diameter are 2a and 2b, respectively. 

In the calculation, we consider the 

PRDFs at p for the nanorods with 

radii a and b, Ra(r, p) and Rb(r, p), 

where p is a distance between the 

center of the tube and the sphere with 

a radius r. The RDF of the nanotube 

is given by using Ra(r, p) andRb(r, 

p), as follows. 

Rtube(r) = [ [Ra(r, p) - Rb(r, p)] 

2npdp/n(a2 - b(15) 

bRa(r, p) can be calculated by same 

way as the case of the rod. Rb (r, p) 

can be given for the conditions of the 

parameters, 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

By using the above equations, we 

calculate the RDFs of the nanorod 

and the nanotubes, as shown in Fig. 

9(a). 

Figure 9 

(a) The radial distribution functions 

and (b) the correction factors ofthe 

nanorod and the nanotubes with 

various t . 

In these figures, a thickness t = a - b. 

The atomic densities in the rod and 

the tube, p3D are unity. At r > a, t, 

the RDFs have constant values which 

 
Các tích phân theo x ở số hạng thứ nhất và thứ ba được tính 

bằng phương pháp số.  

 

Tiếp theo, chúng ta xét nanotube như Hình. 8.  

 

Hình 8  

(a) Ống nano (nanotube) có đường kính ngoài 2a và đường 

kính trong 2b. (b) Hình vẽ mặt cắt của ống nano. 

  

 

Đường kính ngoài và đường kính trong lần lượt là  2a và 2b. 

Trong tính toán, chúng ta xét các PRDF tại p của các 

nanorod có bán kính a, b, Ra(r, p) và Rb(r, p), trong đó p là 

khoảng cách giữa tâm ống và hình cầu bán kính r. RDF của 

ống nano được biểu diễn theo Ra (r, p) và Rb(r, p), như sau.  

 
 

 

 

 

Chúng ta có thể tính Ra(r, p) bằng cách tương tự như trường 

hợp thanh. Rb (r, p) có thể tính với các điều kiện tham số 

(điều kiện áp đặt trên các tham số), 



correspond with the a product of the 

sectioned area and the atomic 

density. It is same as the case of the 

nanobelt. Rtube(r) with a thin 

thickness have sharp peaks at r ~ 2a. 

The correction factors ftube(r) are 

shown in Fig. 9(b). The correction 

factor of the tube decreases with r, 

and has a shoulder at r ~ 2a -1. 

3.5. Sphere 

In this subsection, the RDFs for the 

sphere and the spherical shell are 

calculated. Fisrt, the filled sphere 

with a radius a as shown in Fig. 10(a) 

is considered. 

Figure 10 

Sectioned diagram of (a) filled 

sphere and (b) spherical shell with 

external and internal radii a and b, 

respectively. 

In this case, we also consider R(r, p) 

where p is a length PA shown in Fig. 

10. In the case of r < a, it can be 

obtained as 

 

 

 

 

 

 

In the case of a < r < 2a, 

 

 

 

 

 

 

 

 

For r > 2a, R(r, p) = 0. The RDF can 

be given by 

 

 

 

  
Khi sử dụng các phương trình trên, chúng ta tính các RDF 

của nanorod và nanotube,như hình . 9 (a).  

Nanorod: thanh nao 

Nanotube: ống nano 

 

Hình 9  

(a) Hàm phân bố xuyên tâm và (b) các hệ số hiệu chỉnh của 

nanorod và nano tube ứng với các giá trị t khác nhau.  

 

 

Trong những hình vẽ này, độ dày t = a - b. Mật độ nguyên 

tử trong thanh và ống,  bằng một. Tại r>> a, t, các RDF 

có giá trị không đổi tương ứng với tích của tiết diện và mật 

độ nguyên tử. Trường hợp này giống như dải nano. Rtube(r) 

mỏng có các peak rõ nét ở r ~ 2a. Hình 9(b) biểu diễn các hệ 

số hiệu chỉnh ftube (r). Hệ số hiệu chỉnh của ống giảm theo r, 

và có một gờ ở r ~ 2a -t.  

 

 

 

 

 

3.5. Hình cầu  

Trong mục này, chúng ta tính các RDF cho các hình cầu và 

vỏ cầu. Trước hết, chúng ta xét một hình cầu bán kính a như 

hình. 10 (a).  

 

 

Hình 10  

Mặt cắt của (a) hình cầu và (b) vỏ cầu với bán kính ngoài và 

bán kính trong lần lượt là a, b.  

 

 



The above integrations of eqs. (17) 

and (18) give same results. Then 

…….(20) 

 

 

 

It is consistent with the result 

obtained by Mason.(1968) 

In the case of the spherical shell with 

a thickness t = a - b shown in Fig. 

10(b), we consider the PRDF at p for 

the filled spheres with radii a and b, 

Ra(r,p) and Rb(r,p), respectively, and 

the RDF can be given by 

……………….. 

Ra(r, p) corresponds with eqs. 

(17)and(18). Rb(r, p) is obtained as 

……………….. 

 

 

 

 

 

 

By using eqs. (17), (18), (21) and 

(22), the RDFs for the spherical 

shells with various t are calculated 

by using p0 3D = 1, as shown in Fig. 

11(a). The correction factors are 

shown in Fig. 11(c). 

4. Discussions 

In this section, we present the 

formulation of the PDF analysis 

which takes account of the finite size 

effect of the nanoparticle. In the 

previous section, we neglect the 

atomic pair distribution between the 

particles, however it must be 

considered in the real analysis. Here, 

we consider the partial raidal 

distribution function including the 

atomic pair distributions inside of a 

particle and between the particles. It 

is assumed that the measured 

Trong trường hợp này, chúng ta cũng xét R (r, p) với p là 

chiều dài PA như hình. 10. Trong trường hợp r <a, nó có 

dạng 

  
Trong trường hợp a <r <2a,  

 
Khi r> 2a, R(r, p) = 0. RDF có dạng 

  
 

Các tích phân của các phương trình (17) và (18) ở trên cho 

ra kết quả giống nhau. Thế thì  

 
Điều này phù hợp với kết quả của Mason. (1968)  

 

Trong trường hợp vỏ cầu có độ dày t = a - b như hình. 10 

(b), chúng ta xét PRDF tại p của các hình cầu bán kính a và 

b tương ứng là  Ra(r, p) và Rb(r, p),  và RDF có dạng  

 
 

Ra(r, p) tương ứng với các phương trình (17) và (18). Chúng 

ta có thể tính được Rb(r, p) dưới dạng  



nanoparticles are in a vacuum (there 

is not any scatterer or atom outside 

of particles). Because in the real 

case, each particle is usually 

distributed randomly and there may 

be no atomic correlation between 

particles, the atomic distribution 

outside of the particle can be 

regarded as being continuous with a 

density of p0 which corresponds with 

the density averaged in the whole 

sample including all particles. The 

atomic arrangement inside of 

particles is periodic with a density of 

p'0. Here we rewrite the radial 

distribution and the partial radial 

distribution functions obtained for 

the single particle made of atoms as 

Rnano(r) and Rnano(r, p) (or 

Rnano(r, p, q)), respectively. Then 

the partial radial distribution function 

R(r, p) (or R(r, p, q)) are given as 

follows. 

R(r, p) = Rnano(r, p) + [4nr2 - 

Snano(r, p)] p0 

where Snano(r,p) shows a surface 

area that the sphere with a radius r 

centered at P has inside of the 

particle. In the above equation, the 

first term shows the pair distribution 

inside of the particle and the second 

term shows the pair distribution of 

outside of the particle (the pair 

distribution between the particles). If 

the nanoparticle consists of continua, 

Rnano(r, p)/p0  becomes equal to 

Snano(r, p). Then the radial 

distribution function is given by 

R(r) = Rnano(r) + [4nr2 - Snano(r)] 

p0, 

where Snano(r) is the surface area 

inside of the particle averaged by p. 

In the previous section, we know that 

4nr2f (r) is substituted for Snano (r). 

 
Dùng các phương trình (17), (18), (21) và (22), chúng ta có 

thể tính được RDF của các vỏ cầu ứng với t khác nhau bằng 

cách cho , như hình. 11 (a). Hình. 11 (c) biểu diễn 

các hệ số hiệu chỉnh.  

 

 

4. Thảo luận  

Trong phần này, chúng tôi trình bày cách tìm PDF khi tính 

đến ảnh hưởng kích thước hữu hạn của hạt nano. Trong 

phần trước, chúng ta bỏ qua phân bố cặp nguyên tử giữa các 

hạt, tuy nhiên, chúng ta cần phải xét nó trong quá trình phân 

tích thực tế. Ở đây, chúng ta xét hàm phân bố xuyên tâm 

từng phần bao gồm phân bố cặp nguyên tử bên trong của 

một hạt và giữa các hạt. Chúng ta giả sử rằng việc đo các 

hạt nano được thực hiện trong chân không (không có bất kỳ 

phần tử tán xạ hoặc nguyên tử bên ngoài hạt). Bởi vì trong 

các trường hợp thực tế, mỗi hạt thường phân bố ngẫu nhiên 

và có thể không có sự tương quan nguyên tử giữa các hạt, 

chúng ta có thể xem phân bố nguyên tử bên ngoài hạt liên 

tục với mật độ  tương ứng với mật độ trung bình trong 

toàn bộ mẫu gồm tất cả các hạt. Sự sắp xếp nguyên tử bên 

trong hạt tuần hoàn với mật độ . Ở đây, chúng ta viết lại 

các hàm phân bố xuyên tâm và hàm phân bố xuyên tâm 

từng phần cho một hạt bao gồm các nguyên tử dưới dạng 

Rnano (r) và Rnano(r, p) (hoặc Rnano (r, p, q)). Thế thì, hàm 

phân bố xuyên tâm từng phần R (r, p) (hoặc R (r, p, q)) có 

dạng như sau.  

 
 

 

 

 

 

 

 

 



Then the RDF can be represented as 

R(r) = f(r)R<x> (r) + 4nr2p0 [1 - 

f(r)], (23) 

 

where RTO (r) is RDF of the bulk 

sample with infinite size. Here we 

use the relation 

f (r) = Rnano(r)/R^(r), 

for the first term. For the bulk 

sample, the PDF and the reduced 

PDF are given by 

g^(r) = R<x,(r )/4nr2 p0 

G^(r) = 4nrp'{)[g^(r) - 1], (24) 

 

 

where gTO (r) and GTO (r) are the 

PDF and the reduced PDF of the 

bulk sample. From eqs. (1), (2), (23) 

and (24), the PDF and the reduced 

PDF are represented as 

g{r) = —f{r)goo{r) + 1 - f{r), (25) 

p0 

G(r) = f(r)Gx(r) + 4nr(p0 - p0)f(r)• 

(26) 

The RDF, the PDF and the reduced 

PDF of the nanoparticle are obtained 

from those of the bulk sample 

modified by f (r) and the ratio of 

p0/p0. The above g(r) and G(r) 

satisfy the normalization relations of 

g(r) ^ 1 and G(r) ^ 0 in the limit of r 

^ x because f (r) ^ 0 for r ^ x. Then 

the eqs. (23), (25) and (26) are valid, 

and they can be applied to the PDF 

analysis on nanoparticles. 

In eq. (26), the second term is 

independent of the arrangement of 

the atoms included in the 

nanoparticle, and it depends only on 

the shape and the size of the 

nanoparticle (and the densities), 

while the first term depends on both 

the atomic arrangement in the 

nanoparticle, and the shape and the 

 

 

 

 

 

 

 

 

Trong đó Snano(r, p) biểu diễn diện tích bề mặt của một hình 

cầu bán kính r tâm tại B nằm trong hạt. Trong phương trình 

trên, số hạng đầu tiên biểu diễn phân bố cặp bên trong hạt 

và số hạng thứ hai biểu diễn phân bố cặp bên ngoài hạt 

(phân bố cặp giữa các hạt). Nếu các hạt nano là môi trường 

liên tục, Rnano(r, p)/  sẽ bằng Snano(r, p). Thế thì hàm phân 

bố xuyên tâm có dạng  

 
 

 

 

 

 

 

Trong đó Snano(r) là diện tích bề mặt bên trong của hạt được 

lấy trung bình theo p. Trong phần trước, chúng ta biết rằng 

4 r
2
f (r) được thay thế bằng Snano(r). Thế thì, chúng ta có 

thể biểu diễn RDF dưới dạng  

  
 

 

Trong đó (r) là RDF của mẫu vật liệu khối có kích thước 

vô hạn. Ở đây chúng ta sử dụng hệ thức  

 
cho số hạng đầu tiên. Đối với mẫu vật liệu khối, PDF và 

PDF rút gọn có dạng  

 

 
 

Trong đó (r)  và (r)  là PDF và PDF rút gọn của mẫu 

vật liệu khối. Từ các phương trình (1), (2), (23) và (24), 



size of the nanoparticle. As a result, 

in the general case, we can expect 

that the peak structure due to the 

atomic arrangement given by the first 

term is on the ”back ground” due to 

the shape of the nanoparticle given 

by the second term which can be 

easily calculated by using f (r). From 

eq. (26), the ”back ground” is larger 

for smaller p0. Then the detailed 

experiment on the diluted 

nanoparticle can confirm the above 

expectations. 

Here, we discuss the difference 

between the PDF analysis and the 

small angle scattering. Generally, the 

shape and the size of the 

nanoparticles are determined by the 

small angle scattering, and the 

scattering functions for the particles 

with various shapes have been 

calculated. However, since in the 

small angle scattering measurement, 

the wave vector is much smaller than 

the inverse of the atomic scale and 

the particle can be regarded as a 

continuum, the scattering profile 

depends on the shape and the size of 

the particle and is independent of the 

atomic arrangement. It indicates that 

the small angle scattering can not 

distinguish the local disordered (biến 

dạng, lệch mạng, không có trật tự) 

lattice from the ordered lattice, 

although, generally, they coexist in 

the nanoparticle. On the other hand, 

the PDF analysis can distinguish the 

local disordered lattice from the 

ordered lattice, because the functions 

of the PDF analysis depend on the 

atomic arrangement and the 

coherence. Then the PDF analysis 

can discuss the local lattice disorder 

in the nanoparticle by considering 

PDF và PDF rút gọn có dạng  

 
 

 

Chúng ta tính RDF, PDF và PDF rút gọn của hạt nano từ 

những đại lượng này của mẫu vật liệu khối đồng thời hiệu 

chỉnh f(r) và tỷ số . g(r) và G(r) ở trên thỏa mãn các 

hệ thức chuẩn hóa  và  trong giới hạn  

 vì   khi . Thế thì, các phương trình 

(23), (25) và (26) có giá trị, và có thể áp dụng chúng để 

phân tích PDF trên các hạt nano.  

 

 

 

 

Trong phương trình. (26), số hạng thứ hai không phụ thuộc 

vào sắp xếp nguyên tử của hạt nano, và nó chỉ phụ thuộc 

vào hình dạng và kích thước của các hạt nano (và mật độ), 

trong khi số hạng thứ nhất phụ thuộc vào cả sắp xếp nguyên 

tử trong hạt nano, và hình dạng và kích thước của hạt nano.  

 

 

 

 

 

Do  đó, trong trường hợp tổng quát, chúng ta có thể suy ra 

rằng cấu trúc peak do sắp xếp nguyên tử thể hiện qua số 

hạng thứ nhất nằm trên nền do hình dạng của hạt nano thể 

hiện ở số hạng thứ hai có thể tính được dễ dàng bằng  f (r). 

Từ pt. (26), « nền » lớn hơn khi  nhỏ hơn. Khi thực hiện 

thí nghiệm trên các hạt nano pha loãng chúng ta sẽ thấy dự 

đoán trên chính xác. 

 

  

 

 

 

Ở đây, chúng ta sẽ đề cập đến sự khác nhau giữa PDF và tán 

xạ góc nhỏ. Nói chung, hình dạng và kích thước của các hạt 

nano được xác định bằng phương pháp tán xạ góc nhỏ, và 

người ta cũng đã tính được hàm tán xạ của các hạt có hình 



the finite size effect of the 

nanoparticle. Gilbert et al. (2004) 

have shown that the PDF profile of 

the zinc sulfide nanoparticle 

decreases with r more rapidly than 

the profile expected from the shape 

and the size of the particle. They 

pointed out that such reduction of the 

PDF profile is due to the local 

structural disorder driven by the 

strain in the particle and estimate the 

distance in which the structural 

coherence remains, from the 

reduction of the PDF profile. They 

speculate that such strain is caused 

by the irregular surface. 

Here, we can present a method to 

estimate the sizes of the domains 

with the ordered and the disordered 

lattice in nanoparticles, based on the 

present calculations. In the PDF 

analysis, the atomic density in the 

disordered part becomes nearly a 

continuum. For the continuum, GTO 

(r) is zero, which can be obtained 

from the relation Rx(r) = 4nr2p'0, 

andeq. (24). Then the reduced PDF 

of continuum with nano-size is given 

by the smooth curve which 

corresponds with the second term of 

eq. (26). The reduced PDF of the part 

with the structural coherence shows 

sharp peaks corresponding to the 

atomic arrangement. Let's consider a 

spherical nanoparticle with a 

disordered surface, as a simple 

example. In this case, we consider 

two part : the sphere with a periodic 

atomic arrangement which has a 

diameter smaller than that of the 

particle, and the spherical shell of a 

continuum as shown in Fig. 10(b). 

The reduced PDF of the former are 

represented by modifying the 

dạng khác nhau. Tuy nhiên, vì trong phép đo tán xạ góc 

nhỏ, vector sóng nhỏ hơn nhiều so với nghịch đảo kích 

thước nguyên tử nên chúng ta có thể xem hạt là môi trường 

liên tục, hình ảnh tán xạ phụ thuộc vào hình dạng và kích 

thước của hạt và không phụ thuộc cách sắp xếp nguyên tử.  

 

 

 

 

 

 

 

Người ta cũng chứng minh rằng phương pháp tán xạ góc 

nhỏ không thể phân biệt được mạng bị disorder cục bộ với 

mạng có trật tự, mặc dù chúng cùng tồn tại trong hạt nano. 

Tuy nhiên, phân tích PDF có thể phân biệt được mạng 

disorder cục bộ so với mạng có trật tự, vì các hàm của PDF 

phụ thuộc vào cách sắp xếp nguyên tử và sự nhất quán. Do 

đó, phân tích PDF có thể xác định lệch mạng cục bộ trong 

hạt nano bằng cách xét hiệu ứng kích thước hữu hạn của các 

hạt nano. Gilbert và các cộng sự (2004)  chỉ ra rằng biên 

dạng PDF của hạt nano kẽm sunfua giảm theo r nhanh hơn 

biên dạng dự đoán từ hình dạng và kích thước của hạt. Họ 

cho rằng sự giảm biên dạng PDF là do biến dạng cấu trúc 

cục bộ dưới tác dụng của ứng suất trong hạt và ước tính 

khoảng  cách tồn tại sự nhất quán cấu trúc, từ sự giảm biên 

dạng PDF. Họ cho rằng những ứng suất như thế hình thành 

do bề mặt không đều. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ở đây, chúng tôi đưa ra phương pháp tính toán kích thước 



functions of the bulk sample by 

using eq. (26). G(r) of the latter is 

given by the second term of eq. (26), 

obtained by using f (r) of the 

spherical shell with a corresponding 

size. We may calculate a sum of the 

two kinds of the reduced PDFs and 

fit it to the observed data by 

adjusting the thickness of the 

disordered surface, and as a result, 

we can estimate thickness of the 

disordered surface. By using our 

calculations, the information on the 

local inhomogen- ity in nanoparticles 

may be detected quantitatively. 

5. Conclusion 

The functions of the PDF analysis 

calculated for the various 

nanoparticles strongly depend on 

their shapes and sizes. The exact 

equations of the PDF analysis on the 

nanoparticle are presented, by 

considering the correction factor f (r) 

and the ratio between the density in 

the particle and the total density 

averaged in the sample. The analysis 

which takes account of the finite size 

effect also enables us to estimate the 

sizes of the local disordered lattice 

and the ordered lattice included in 

the nanoparticle. 

The finite size effect on the PDF is 

remarkable in the large r-region 

where the accurate experimental data 

is hard to be obtained. The detailed 

analysis is enabled by a 

diffractometer with both of high 

resolution and high intensity, which 

can be installed only in intense pulse 

neutron or intense synchrotron 

radiation source facilities. 

 

các miền mạng có trật tự và disorder trong các hạt nano, dựa 

trên các tính toán hiện tại. Trong phân tích PDF, mật độ 

nguyên tử ở phần disorder sẽ gần liên tục. Khi đó, (r)   

bằng không, suy ra từ hệ thức  và phương 

trình (24).  

 

 

 

 

Thế thì, PDF rút gọn của môi trường liên tục kích thước 

nano là đường cong trơn tương ứng với số hạng thứ hai của 

phương trình. (26). PDF rút gọn của phần cố kết cấu trúc 

(cấu trúc đồng đều) có những peak rõ nét tương ứng với sự 

sắp xếp nguyên tử. Chúng ta hãy xét hạt nano hình cầu có 

bề mặt biến dạng. Trong trường hợp này, chúng ta xét hai 

phần: hình cầu với các nguyên tử sắp xếp tuần hoàn đều đặn 

có đường kính nhỏ hơn đường kính hạt và vỏ cầu của một 

môi trường liên tục như hình. 10 (b).  

 

 

 

 

 

 

 

Chúng ta tính PDF rút gọn của hình cầu bằng cách hiệu 

chỉnh các hàm của vật liệu khối dùng phương trình. (26). G 

(r) của cấu hình thứ hai chính là số hạng thứ hai của phương 

trình. (26), tính được từ f (r) của vỏ cầu có kích thước tương 

ứng. Chúng ta có thể tính được tổng của hai loại PDF rút 

gọn và khớp nó với dữ liệu quan sát được bằng cách điều 

chỉnh độ dày của bề mặt biến dạng, và do đó, chúng ta có 

thể tính được độ dày của bề mặt biến dạng. Khi sử dụng tính 

toán của chúng tôi, chúng tôi có thể phát hiện được thông 

tin định lượng về sự không đồng nhất cục bộ trong các hạt 

nano.  

 

 

 

 

 

 

5. Kết luận  

Qua nghiên cứu này chúng ta thấy các hàm của phân tích 



PDF đối với các hạt nano khác nhau phụ thuộc mạnh vào 

kích thước và hình dạng của chúng. Các phương trình chính 

xác của phân tích PDF trên hạt nano cũng được trình bày, 

bằng cách xét hệ số hiệu chỉnh f (r) và tỷ số giữa mật độ 

trong hạt và tổng mật độ trung bình trong mẫu. Phân tích 

xét đến hiệu ứng kích thước hữu hạn giúp chúng ta có thể 

tính toán kích thước của các vùng mạng disorder cục bộ và 

có trật tự trong hạt nano.  

 

 

 

 

 

 

Ảnh hưởng của kích thước hữu hạn đến PDF rất mạnh trên 

vùng r lớn, ở đây chúng ta khó có thể thu được dữ liệu thực 

nghiệm chính xác. Phân tích chi tiết được thực hiện bằng 

nhiễu xạ kế  độ phân giải cao và cường độ cao, có gắn các 

dụng cụ phát xung nơtron mạnh hoặc nguồn bức xạ 

synchrotron cường độ cao. 

 




