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Trong bai bao nay, ching ta nghién ctru sy hoi tu cua phuong phap Gauss-Newton
cho bai toan binh phuong tbi thleu phi tuyén. Voi gia thuyét dao ham thoa min
mot s loai diéu kién Lipschitz yéu, chung ta s& udc tinh duoc chinh xac ban kinh
ctia qua cau hoi tu ctua phuong phap Gauss-Newton va qua cau nghiém duy nhat.
Két qua mdi c6 thé dugc sir dung dé xac dinh zero gn dung cua phuong phap
Gauss-Newton.

1. Gi61 thiéu chung
Chung ta xét cac bai toan binh phuong tdi thiéu phi tuyén:

¢ day f(x):, R™ — R™ la kha vi Frechet, m > n. Va trong tat ca cac truong hop
..... de cap dén chuan 2.

Phuong phdp Gauss-Newton , dugc dinh nghia la

13 mot trong nhirng phuong phap phd bién nhat cho bai toan (1.1). Pbi v6i phuong
phap Gauss-Newton, phan tich su cuc bo va toc d6 cua cac tinh chat hoi tu hiu nhu
bi han ché vé chit luong [1,6,15,16], chi xét lan can tdn tai cua hoi tu, nhung diéu
d6 khong thé 1am cho chung ta thay rd ban kinh cua qua cau hoi tu 1on nhu thé nao.
Ki hiéu x* 14 nghiém cua (1.1), B(x,r) biéu dién mot qua cau hé véi ban kinh r va
tam X, va ..... biéu dién hinh bao cua no.

Trauband Wozniakowski [5] va Wang [12] dong thoi va doc 1ap da dua ra
mot udc tinh chinh xadc cho qua cau hoi tu cia phuong phdp Newton. Véi gia
thuyét f'(x) thoa man mot so loai di€u kién Lipschitz

oday.............. , va L la ham don diéu, Wang [13,14] nghién ctru su hdi tu cua
phuong phap Newton.

Trong bai bao nay, chuing ta xét su hoi tu cua phuong phap Gauss-
Newton.Trong cac diéu kién tong quat, chung ta thu dugc mién hoi tu cia phuong
phép Gauss-Newton va mién nghiém duy nhat. Hon nita, ching ta c6 thé Chimng
minh tinh t6i wu ctia phép tinh ban kinh. Cac két qua mai co thé duoc st dung dé
xac dinh zero gan dung ctia phuong phap Gauss-Newton.

2. Cac diéu kién Lipschitz dic biét va tong quat hoa

Piéu kién vé ham f (x)



o day ...... , thuong duoc goi 1a diéu kién Lipschitz ban kinh, trong quéa cau B (X',
r) véi hang so L. Po6i khi néu ndé dugc doi hoi thoa man

ching ta goi do la diéu‘kién Lipschitz trung tam trong qud cau B(X*, r) véi hing sb
L. Hon nira, L trong di€u kién Lipschitz khong can phai la mot hang s6, ma la mot
ham kha tich duong, n¢u di€u nay dang, thi (2.1) hoac (2.2) dugc thay thé boi

trong do ...... Pong thoi, diéu kién Lipschitz tuong tng dugc goi 14 ¢ trung binh
L.

Bt R™ ™ bicu dién tap hop tat ca cac ma tran A m x n, AT biéu dién nghich dao
Moore-Penrose cua ma tran A, va néu A ¢6 hang day du (cu thé 1a: hang (A) = min
(m,n)=n)thi.............

Bay gio, ching ta dua ra mot s6 Bo dé.

B dé 2.1 (xem [2,7]). Gia strrang ...... , thi

B0 d62.2.Giastrang ..................... , thi hang (B) = n.

Chtng minh Trong thyc té, B=A+E = (I + EAT)A , tir diéu kién ...... , chiing
ta biét I + EAT kha nghich.Vi vay, hang (B) = hang (A) = n.

B6 dé 2.3. Pat

& day L (u) 13 mot ham kha tich dwong va khong ting don diéu trong [0, r]. Thé thi,
h (t) khong tang theo t.

Chung minh Trong thuc té, qua sy don diéu cua L, @ > 1, chling ta thu dugc



Pbi voi 0 <t, <t,. Vi viy ........ khong tang theo t.
B6 dé 2.4. Gia st rang

L (u) 1a mot ham kha tich duong trong [0, r]. Thé thi, g (t) dang ting don diéu ddi
voi t.

Chtng minh Trong thuc té, vi L duong, chling ta c6
d6i vai 0 <t; <t,. Do d6 g (t) sé ting theo t.
3. Qua cau héi tu ctia phuong phap Gauss-Newton

binh ly 3.1. Gié‘sﬁ: x* théa mén (1.1), f gé mot dao ham lién tuc trong B (x, ).
f'(x*)co hang day du, va f’ thoa man di€u kién Lipschitz ban kinh véi L trung
binh.

o day....... , va L khong tang. Pat r> 0 thdéa man
Théthl,Phusong phap Gauss-Newton hoi ty ddi v6i moi...... va
wongds

.

Chtng minh Chon xy€eB (x*, 7)tly V, trong d6 r thoa méan (3.2), thé thi q dugc xac
dinh bo1i (3.5) nho hon 1.Trong thuc t€, qua tinh don tri cia L va B6 d¢ 2.3, ching
ta co



Qua b dé (2.1) va (2.2), chung ta biét ........ , f'(x) c6 hang day du va
Bay gio néu............ , qua (1.2), ching ta c6
Do do,

Lay n = 0 & trén, chling ta thu duoc ...... Do d6, x;eB(x*, 1), diéu ndy cho thay
rang (1.2) c6 thé duoc tiép tuc vo sé 1an. Qua quy nap todn hoc, tit ca cac x, thudc
B (X, r) va p(x,) = |lx,, — x*|| giam don diéu. Vi vay, dbi véi moi n = 0,1, ...,
chung ta co

Do d6 (3.3) va (3.6) dung.
4. Qua cau duy nhat cho nghiém tdi wu

Dinh ly 4.1. Gia st x* thoa man (1.1), f c6 mot dao ham lién tuc trong B (X, ).
f'(x*) c6 hang day du, va f' thoa man diéu kién Lipschitz trung tim véi L trung
binh.

Thé thi Phuong trinh(1.1) c6 mot nghiém duy nhit x* trong B (X, r).



Chtng minh Gia st .... ciing 1a mot nghiém ctia (1.1). Thé thi, ching ta c6

& day .... Theo diéu kién (4.1), chling ta thu dugc

Tir L (u)>0 va bd dé (2.4), chingta co ...... dang tang don diéu theo t. Do d6, theo
(4.2), chdng ta thu duogc

Piéu nay mau thuin véi gia thuyét. Nhu vay, suy ra rang .............
5. Tdi wu cua cac tinh toan ban kinh

Dinh ly 5.1. Gia st rang ddu bang xay ra trong bét dang thue (3.2) trong Dinh ly
3.1. Thé thi gia tri r cho trudc ctia qua cau hoi tu 13 tot nhét c6 thé.

Chirng minh Chling ta nhan thiy rang khi r duoc xac dinh boi dang thic

S& ton tai f théa man (3.1) trong B (x*, r) Va Xo trén bién cua qua cau khép kin dé
cho phuong phéap Gauss-Newton sai.Trong thyc te, sau ddy la mét vi du ve trudong
hop da lay ti I¢:

vax0=x*+rxn=x*+(1)nr.

Dinh ly 5.2. Gia su rang ddu bang xay ra trong bat dang thue (4.2) trong dinh ly
4.1. Thé thi gié tri r cho trudc cua qua cau hoi ty 1a tot nhat co thé.

Chtng minh Ching ta nhan thay rang khi r dugc xac dinh boi dang thic

ton tai f thoa man (4.1) trong B (<, r) va x’ trén bién ctia qua cau khép kin sao
cho............ Mot vi du ctia diéu nay 1a (5.2), trong 46 x’ = x* + 1

6. Hé qua ctia nhitng két qua chinh



Trong viéc nghién ctru phuong phap Gauss-Newton ( hodc Phuong phap Newton),
gia thuyet dao ham Lién tuc Lipschitz dugc xem la truyen thong. Két hop Dinh ly
3.1va 4.1 voi Dinh 1y 5.1 va 5.2, va xem L 1a mot hang s6, co thé thu duoc hai hé
qua tryc tiép sau day.

Hé qua 6.1. Gia su x* thoa mén (1.1), f c6 mot dao ham lién tuc trong ............. co
hang day du, va f' thoa man cac diéu kién Lipschitz ban kinh:

oday ............. , L 13 s6 duong va

Thé thi, phuong phap Gauss-Newton hoi tu d6i v6i moi ..., trong d6 ¢, f ding
trong (3.4). Boi vai

bat dang thirc (3.5) ding. Néu ¢ = 0, thi (3.6) tuan theo. Hon nita, r cho trudc 13
tot nhét c6 thé.

Hé qua 6.2. Gia sir x* thoa man (1.1), f c6 mdt dao ham lién tuc trong B (X, ).
f'(x*) c6 hang day du, va f' thdéa man cac diéu kién Lipschitz trung tim:

¢ day c, B, o dung trong (3.4) - (4.3). Thé thi phuong trinh(1.1) ¢c6 mdt nghiém
duy nhat x* trong B(X', r). Hon nira, r cho trudc 1 t6t nhat c6 thé.

Pic biét, néu £(x*) = 0 trong (1.1), bang cach két hop dinh 1i 3.1 va 4.1 v6i Pinh
ly 5.1 va 5.2, chung ta c6 hai hé qua sau day.

Hé qua 6.3. Gia st f (X') = 0, f c¢6 mdt dao ham lién tuc trong B (X', r). f'(x*)
c6 hang day du, va f’ théa man cac diéu kién Lipschitz ban kinh:



Thé thi, Phuong phap Gauss-Newton (1.2) hoi tu d6i véi moi ...., & day
dung trong (3.4). D6i véi

bat ding thirc(3.6) dung. Hon nita, r cho trude 1a tot nhat co thé.

Hé qua 6.4. Gia st f (x) =0, f co mot dao ham lién tuc trong B(X , r). /(X *)
c6 hang day du, va £ thoa min cac diéu kién Lipschitz trung tam:

& day Bdung trong (3.4). Thé thi phuong trinh(1.1) ¢6 mét nghi€ém duy nhat x*
trong B(x*, r). Hon ntra, r cho trudce 1a tot nhat c6 thé.

Hé qua (6.1), (6.2) va (6.3), (6.4) khai quat hoa cac két qua da thu dugc boi Traub
va Wozniakoski [5] va Wang [12].

St dung Pinh 1y (3.1) va (4.1), chlng ta cling rut ra duoc mot sd dic tinh moi
trong ban chat hoi tu cta phuong phap Newton va tinh duy nhat cua nghiém cua
phuong trinh. Trong Vi du sau day, ching ta hiy dat y 1a mot s6 duong.

Vidu 1 Chon



7. Hoi tu theo diéu kién Lipschitz yéu hon
Trong phan nay, chiing ta xét (1.2) trong diéu kién Lipschitz yéu hon.

Dinh 1y 7.1. Gia st X* thoa man (1.1), f(X)= O,‘f c6 dao ham lién tuc trong B (x*,
r). (x) c6 hang day du, va f’ théa man cac diéu kién Lipschitz ban kinh véi L
trung binh.

nho hon 1.

Chung minh Chon ..tly Y, ¢ day r thoa man (7.3), thé thi g dugc xac dinh badi (7.5)
nho hon 1. Qua thuc, qua sy don diéu cua L va bo d¢ 2.3, chdng ta co

Tir diéu kién (7.2), chung ta biét .............. , () ¢6 hang day du.
Bay gionéu ........... , theo (1.2) chiing ta c6
Do d6

Lay n =0 & trén, ching ta thu duoc ......................

Do d0, ..... diéu nay cho thiy rang (1.2) c6 thé duoc tiép tuc vo sd 1an. Bang phép
quy nap toan hoc, tat ca cac X, thuéc B (x, r) va p(x,) = |[x, —x*|| giam don
diéu. Vi vay, doi véimoin =0,1, ..., Ching ta co6



Do d6 (7.4) tuan theo (dugc suy ra).

Déi v6i cac didu kién (7.1), néu ........... (cu thé 1a: m = n), chon..., Pinh 1y 7.1 da
thu dugc bdi Wang ([14], Pinh 1y 3.1).

Bay gio ching ta dua ra qua cau duy nhat cho nghiém tdi uu.

Dinh ly 7.2. Gia st x* thoa man (1.1), f(X) =0, f c6 dao ham lién tyc trong B (x*,
r). £(x’) co hang day du, va f” thoa man cac di€u kié€n Lipschitz trung tam véi

L trung binh.

Thé thi phuong trinh(1.1) c6 mot nghiém x* duy nhét trong B(x', r).
Chirng minh Giastr ........... cling 12 mot nghiém cta (1.1). Thé thi, chlng ta c6

T L (u)> 0 va bd dé (2.4), ching ta co ............. dang ting don diéu theo t. Do 4o,
theo (7.7), chung ta thu dugc

Piéu nay mau thuin voi gia thuyét. Nhu vay, chung ta suy ra dugc ..............

Tuong tu v&i muc 5, ching ta ¢co6 thé thu dugc cac két qua nhu sau.

Dinh ly 7.3. Gia su rang ddu bang xay ra trong bat dang thirc (7.3) trong dinh 1y
7.1. Thé thi, gia tri r cho trudc cta qua cau hoi ty 1a tét nhat ¢ thé. Hon nira, r chi
phu thudc vao L, chir khong phu thude vao f.



Chtrng minh Ching ta nhin thay rang khi r duoc xac dinh boi dang thirc

ton tai f théa méan(7.1) va (7.2) trong B (x*, r) va Xo trén blen clia qua cau dong
béng sao cho Phuong phdp Gauss-Newton sai. Trong thyc té, sau ddy la mot vi du
vé cac trudng hop duoc lay ti 1é:

L 1a mot héng sb duong vaxo=r, X, = (-1)"r.

Pinh 1y 7.4. Gia st rang dau bang xay ra trong bét dang thue (7.7) trong Dinh ly
(7.2). Thé thi, gid trj r cho trudc cua qua cau hoi tyu 13 tét nhat cé thé.

Hon ntra, r chi phu thudc vao L, ma khong phu thudc vao f.
Chtng minh Chiing ta nhan thay rang khi r dugc xac dinh béi dang thic

ton tai f thoa man (7.6) trong B (X', r) v x’ trén bién ciia qua cau khép kin sao
cho............ Mot vi du la (5.2), trong do.......

Két hop cac dinh ly (7.1) va (7.2) véi céc dinh li (7.3) va (7.4), va chon L 1a mot
hing sd, cac hé qua sau day duoc rdt ra truc tiép.

H¢ qua 7.5. Gid su X* thoa man (1.1), f (x) =0, f c6 dao ham lién tyuc trong B(x *,
r). £/(x *) c6 hang day du, va f” théa man (7.2) va

¢day.........., L Ia s6 duong va r=21/1L, Thé thi, phuong phap Gauss-Newton
(1.2), hoi tu d6i voi moi ....... va doi vai

bat dang thie(7.4) dung. Hon nita, r cho trude 1a tot nhat co thé.

H¢ qua 7.6. Gia su X* thoa mén (1.1), f x) = 0, f c6 dao ham lién tyc trong B (x*,
r). /” (x') co hang day du, va f” thdéa méan cac dicu kién Lipschitz trung tam:



o day ...... ,L1asd duo*ng var=2/L. Thé thi, phuong trinh (1.1) c6 mot nghiém
duy nhat x* trong B(x', r). Hon nita, r cho trudc 13 tot nhat c6 thé va khong phu
thudc f.

Chon

ching ta thu dugc nhitng hé qua sau day.
Hé qua 7.7. Gia st x* thoa mén (1.1), f (') = 0, c6 dao ham lién tuc
trong B (X', 1), £ (X') c6 hang day du, va /” thoa mén (7.2) va

o day ....... , v la s6 duong va T Thé thi, phuong phap Gauss-Newton
(1.2), hoi tu @61 véi moi ........ va doi voi

bat dang thirc(7.4) dung. Hon nita, r cho trudc 1a tot nhat co thé va khong phu
thuoc f.

H¢ qua 7,8. Gia st x* thoa man (1.1), f (') = 0, f c6 dao ham lién tuc trong B (X,
r), /(X *) c6 hang day du, va f” théa man cac di€u kién Lipschitz trung tam:

G diy ........ , v 1a 56 duong va r = 1/2y.Thi phuong trinh (1.1) c6 mét nghiém duy
nhat x* trong B (X, r). Hon nira, r cho trudc 1a tot nhat c6 thé va khong phu thude
f,

Déi v6i cac diéu kién (7.6), (7,14) va (7.18), néu ....... (cuthé 1a: m = n), chon.....,
dinh 1y 7.2 va 7.4 clng voi cac hé qua (7.6) va (7.8) da thu duoc boi Wang ([14],
Pinh 1i (4.1) va (5.2) v6i hé qua (6.2) va (6.4), do d6, Pinh 1i (7.2) va (7.4) v6i hé
qué (7.6) va (7.8) tong quat hon.

Chu y: Trong phan nay, ching ta sir dung f (x*) = 0 va céc tinh chét gia nghich dao
ctia f'(X) theo cach co ban. Chlng ta hy vong két qua twong ty dung cho trudng
hop f (x*) khéc 0 theo diéu kién Lipschitz yéu hon cta f(x) [3,4,11,13,14], nhung
khong thé ching minh nhiing diéu do.



Su dung Pinh 1y (7.1) va (7.2), ching ta cling rat ra dugc mot s6 dic tinh méi
trong ban chat hoi tu cua phuong phap Newton va tinh duy nhat cua nghiém. Trong
vi du sau day, dat c 1a s6 duong.

Vidu 2 Sir dung

8. Ung dung dé xac dinh zero gan ding

Pé nghién ctru cac tinh cht hdi tu bac hai cta phuong phap Newton va su phuc
tap tinh todn ctia cac zero, Smale [8-10] da dé xuat cac dinh nghia vé cic zero gan
dung cua phuong phap Newton. V&i nghién ciru cua Smale, ching ta c6 thé dé
xudt mot dinh nghia mdi vé cac zero xip xi ddi v6i phuong phap Gauss-Newton.
Dinh nghia nay nhu sau.

Pinh nghia 8.1 Néu .... sao cho Phuong phdp Gauss-Newton (1.2) dbi véi ...
hoan toan xac dinh va (3.6) dugc théa man véi ...., Thé thi Xo dugc goi la zero gan
ding cua zero lién hop X cua f.

Qua vi du 1 ¢ phan 6, tim & tir phuong trinh



Vi vay chling ta co

Dinh ly 8.2. Gia su f(x)= 0, f c6 mot dao ham lién tuc trong ..... f (X)) cO hang
day du, va f” thoa man cac dieu kién Lipschitz:

& day y va q la nhitng s6 duong véi 0 <q <1, § duoc xac dinh bai (8.2).If X, thoa
man

thé thi phuong phap Gauss-Newton (1.2) hoan toan xac dinh va (3.6) duoc thoa
man. Pac biét, néu

Xo 12 mot zero gan diing ctia X* lién hop.

Khi f giai tich trong ...., diéu kién (8.3) dugc thoa man boi f sao cho

Do d6 (8.3) dang, va chang ta co

Hé qua 8.3. Gia st f (X') = 0, f c6 mot dao ham lién tuc trong .... /’(x*) c6 hang
day du, va doi vai mot nao do, & duoc xac dinh boi (8.2), va diéu d6 dung trong
(8.6). Néu X théa man ...... , thi Phuong phap Gauss-Newton (1.2) hoan toan xac
dinh va (3.6) dugc thoa man. Pac biét, néu (8.5) dugc thdéa man, Xy 1a mdt zero gén
ding ctia x* lién hop.

Vi du 2, muc 7, cling cho céc két qua khac c6 thé ap dung duoc dé nghién ctru
sy phuec tap tinh toan.

Qua Vidu 2, muc 7, tim § tir phuong trinh

.........................



Vi vay chling ta co

Dinh 1y 8,4. Gia su f(x) = 0, f c6 mot dao ham lién tuc trong .... f’ (x) co hang
day du, va f” thoa man cac dieu kién Lipschitz:

va (7.2), ¢ day ....... , C, ¥ va q la cac sb duong voi 0 <q <1, § duoc xac dinh boi
(8.9). Néu Xq thda man

thi phuong phap Gauss-Newton (1.2) hoan toanxéac dinh va (7.4) dugc thoa man.
bac biét, néu

Xo 12 mot zero gan diing ciia X* lién hop.
9. Ghi cha:

Trong thuc té, két qua trong bai bdo nay co thé duoc tong quat héa trong khong
gian Hilbert vo han chiéu thyc hodc phirc, chiing ta sé& tiép tuc nghién ctru thém vé
st hoi tu cua phuong phap Gauss-Newton trong khong gian Hilbert vo han chiéu
thuc hodc phtre.



