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The (modern) theory of numerical solution of ordinary differential equations (Các 

ODE) has been developed since the early part of this century - beginning with 

Adams, Runge and Kutta. At the present time the theory is well understood and the 

development of software has reached a state where robust methods are available 

for a large variety of problems. The theory for Differential Algebraic Equations 

(DAEs) has not been studied to the same extent - it appeared from early attempts 

by Gear and Petzold in the early 1970’es that not only are the problems harder to 

solve but the theory is also harder to understand. 

Lý thuyết (hiện đại) về nghiệm số của các phƣơng trình vi phân thƣờng (các ODE) 

đã đƣợc phát triển từ những năm đầu của thế kỷ này - bắt đầu với Adams, Runge 

và Kutta. Tại thời điểm hiện tại, lý thuyết đã đƣợc hiểu thấu đáo và sự phát triển 

phần mềm đã đạt đến một trạng thái trong đó các phƣơng pháp mạnh đã có sẵn  

cho một lƣợng lớn các bài toán. Trong khi đó, lý thuyết về các phƣơng trình vi 

phân đại số (Các DAE) chƣa đƣợc nghiên cứu rộng rãi. Chúng bắt nguồn từ những 

nổ lực ban đầu của Gear và Petzold vào đầu những năm 1970, đó không chỉ là 

những bài toán khó giải, mà lý thuyết cũng khó hiểu. 

The problems that lead to DAEs are found in many applications of which some are 

mentioned in the following chapters of these lecture notes. The choice of sources 

for problems have been influenced by the students following this first time 

appearance of the course. 

Các bài toán dẫn đến các DAE bắt nguồn từ nhiều ứng dụng và sẽ đƣợc đề cập đến 

trong những chƣơng sau của những bài giảng này. Việc lựa chọn tùy thuộc vào đối 

tƣợng sinh viên theo học khóa học đầu tiên này. 

1.1 Định nghĩa 

The problems considered are in the most general form a fully implicit equation of 

the form 

Các bài toán đƣợc xét có dạng tổng quát nhất một phƣơng trình ẩn hoàn toàn có 

dạng 

(1.1)        F (y', y) = 0, 

where F and y are of dimension n and F is assumed to be sufficiently smooth. This 

is the autonomous form, a non-autonomous case is defined by 

ở đây 𝐹 và 𝑦 có chiều là 𝑛 và 𝐹 đƣợc giả sử là đủ trơn. Đây có dạng tự trị (tự 

quản), một trƣờng hợp không tự trị  (tự quản) đƣợc định nghĩa là 
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F (x, y', y) = 0. 

Notice that the non-autonomous equation may be made autonomous by adding the 

equation X = 1 and we do therefore not need to consider the non-autonomous form 

seperately
1
. 

Chú ý rằng phƣơng trình không tự trị (tự quản) có thể đƣợc làm cho tự trị (tự quản) 

bằng cách thêm vào phƣơng trình 𝑥′ = 1  do đó chúng ta không cần xét riêng dạng 

không tự trị (tự quản). 

A special case arises when we can solve for the y -variable since we (at least 

formally) can make the equation explicit in this case and obtain a system of Các 

ODE. The condition to be fullfilled is that 0 is nonsingular. When this is not the 

case the system is commonly known as being differential algebraic and this 

Một trƣờng hợp đặc biệt nảy sinh khi chúng ta tìm biến 𝑦′  bởi vì chúng ta (ít nhất 

là về mặt chính thức) có thể làm cho phƣơng trình tƣờng minh trong trƣờng hợp 

này và thu đƣợc một hệ các ODE. Điều kiện cần đƣợc thỏa mãn là 
𝜕𝐹

𝜕𝑦 ′
 không suy 

biến. Khi điều kiện này không  đƣợc thỏa mãn hệ thƣờng đƣợc gọi là vi phân đại 

số và đây 

1 điều này cần phải xem xét thêm  bởi vì trường hợp không tự trị (tự quản) có thể có các tính chất đặc biệt 

this may be subject to debate since the non-autonomous case can have special features 

will be the topic of these notes. In order to emphasize that the DAE has the general 

form Phƣơng trình1.1 it is normally called a fully implicit DAE. If F in addition is 

linear in y (and y') (i.e. has the form AXy + Bx)y' = 0) the DAE is called linear 

and if the matrices A and B further more are constant we have a constant 

coefficient linear DAE. 

sẽ là chủ đề của những bài giảng này. Để nhấn mạnh rằng DAE có dạng tổng quát 

1,1 nó thƣờng đƣợc gọi là DAE ẩn hoàn toàn. Thêm vào đó, nếu 𝐹 tuyến tính theo 

y (và y ') (tức là có dạng 𝐴 𝑥 𝑦 + 𝐵 𝑥 𝑦′ = 0) DAE đƣợc gọi là tuyến tính và nếu 

các ma trận A và B lại là hằng số nữa, thì chúng ta có một DAE tuyến tính hệ số 

hằng . 

Semi explicit DAEs. The simplest form of problem is the one where we can write 

the system in the form 

1.1.1. Các DAE bán tƣờng minh. Dạng đơn giản nhất của bài toán là dạng mà trong 

đó  chúng ta có thể viết hệ dƣới dạng 
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.......................................... 

and g (the partial derivative dg/5z) has a bounded inverse in a neighbourhood of 

the solution. 

và 𝑔𝑧 (đạo hàm riêng 
𝜕𝑔

𝜕𝑧
) có một nghịch đảo có cận (bị chặn) trong lân cận của 

nghiệm. 

Assuming we have a set of consistent initial values y0 z0 it follows from the 

inverse function theorem that z can be found as a function of y. Thus local ex-

istence, uniqueness and regularity of the solution follows from the conventional 

theory of Các ODE. 

Giả sử chúng ta có một tập hợp các giá trị ban đầu phù hợp (𝑦0 , 𝑧0) từ định lý hàm 

nghịch suy ra rằng có thể biểu diễn z nhƣ hàm theo y. Vì vậy, sự tồn tại cục bộ, 

tính duy nhất và tính chính quy của nghiệm tuân theo các lí thuyết thông thƣờng 

của các ODE. 

Index. Numerous examples exist where the conditions above do not hold. These 

cases have general interest and below we give a couple of examples from 

applications. 

1.1.2. Chỉ số. Có rất nhiều ví dụ trong đó các điều kiện trên không đúng. Nói 

chung, những trƣờng hợp này đƣợc quan tâm và dƣới đây chúng ta đƣa ra một vài 

ví dụ từ các ứng dụng. 

Singular algebraic constraint. We consider the problem defined by the system of 

three equations 

1.1.2.1.Ràng buộc đại số đơn (suy biến). Chúng ta xét bài toán đƣợc định nghĩa bởi 

hệ ba phƣơng trình 

............................. 

where x is a parameter of our choice. The second equation has two solutions y2 = 0 

and y2 = 1 and we may get different situations depending on the choice of initial 

conditions: 

trong đó 𝑥 là một tham số do chúng ta chọn. Phƣơng trình thứ hai có hai nghiệm y2 

= 0 và y2 = 1và chúng ta có thể nhận đƣợc những trƣờng hợp khác  tùy thuộc vào 

việc chọn các điều kiện ban đầu: 

if y2 = 0 we get y3 = x from the last equation and we can solve the first equation for 

y1. 
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3 
1. nếu y2 = 0 chúng ta đƣợc y3 = x từ phƣơng trình cuối cùng và chúng ta 

tìm y1 từ phƣơng trình đầu tiên. 

Setting y2 = 1 we get y1 = x from the last equation and y3 = 1 follows from the 

first equation. 

2. Đặt y2 = 1 chúng ta đƣợc y1 = x từ phƣơng trình cuối cùng và y3 = 1 từ phƣơng 

trình đầu tiên. 

1.1.2.2. Biến đại số ẩn.  

.............................................  

In this case we have that gz = 0 and the condition of boundedness of the inverse 

does not hold. However if gyfz has a bounded inverse we can do the trick of 

differentiating the second equation leading to system 

Trong trƣờng hợp này, chúng ta có đó gz = 0 và điều kiện của biên của nghịch đảo 

không đúng. Tuy nhiên nếu gyfz có một nghịch đảo có cận (bị chặn), chúng ta thực 

hiện thủ thuật lấy vi phân phƣơng trình thứ hai và đƣợc hệ 

....................... 

and this can then be treated like the semi explicit case, Phƣơng trình1.2. This 

motivates the introduction of index. 

và hệ này có thể đƣợc giải nhƣ trƣờng hợp bán tƣờng minh, Phƣơng trình1.2. Điều 

này thúc đẩy việc đƣa vào chỉ số. 

DEFINITION 1.1 (Differential index). For general DAE-systems we define the 

index along the solution path as the minimum number of differentiations of the 

systems, Phƣơng trình1.1 that is required to reduce the system to a set of Các ODE 

for the variable y. 

Định nghĩa 1.1 (Chỉ số vi phân). Đối với hệ DAE tổng quát chúng ta định 

nghĩa chỉ số dọc theo đƣờng nghiệm (đƣờng cong nghiệm) là số vi phân tối thiểu 

của hệ, Phƣơng trình1,1 cần thiết để đƣa hệ về tập hợp các ODE đối với biến y . 

The concept of index has been introduced in order to quantify the level of 

difficulty that is involved in solving a given DAE. It must be stressed, as we in-

deed will see later, that numerical methods applicable (i.e. convergent) forDAEs 

of a given index, might not be useful for DAEs of higher index. 
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Các khái niệm chỉ số đã đƣợc giới thiệu để định lƣợng mức độ khó trong 

việc giải một DAE cho trƣớc. Cần phải nhấn mạnh rằng, nhƣ chúng ta sẽ thấy sau 

này, các phƣơng pháp số có thể áp dụng đƣợc (tức là hội tụ) đối với một DAE có 

chỉ số nhất định, có thể không hữu ích cho các DAE chỉ số cao. 

Complementary to the differential index one can define the pertubation index 

[HLR89]. 

Bổ sung cho chỉ số vi phân ngƣời ta còn định nghĩa chỉ số nhiễu loạn [HLR89]. 

Definition 1.2 (Perturbation index). Phƣơng trình1.1 is said to have perturbation 

index m along a solution y if m is the smallest integer such that, for all functions y 

having a defect 

Định nghĩa 1.2 (chỉ số nhiễu loạn). Phƣơng trình 1.1 có  chỉ số nhiễu loạn m dọc 

theo một nghiệm 𝑦 nếu 𝑚 là số nguyên nhỏ nhất sao cho, đối với tất cả các hàm 𝑦  

có một số khuyết 

....................................... 

tồn tại ƣớc tính (ƣớc lƣợng) 

.................................. 

whenever the expression on the right hand side is sufficiently small. C is a con-

stant that depends only on the function F and the length of the interval. 

bất cứ khi nào biểu thức ở vế phải đủ nhỏ. C là một hằng số chỉ phụ thuộc vào hàm 

F và độ dài khoảng. 

If we consider the ODE-case Phƣơng trình1.1, the lemma by Gronwall (see 

[HNW93, page 62]) gives the bound 

Nếu chúng ta xét phƣơng trình 1.1 trƣờng hợp ODE, Bổ đề Gronwall (xem 

[HNW93, trang 62]) cho các ràng buộc (cận) 

............................. 

If we interpret this in order to find the perturbation index it is obviously zero. 

Nếu chúng ta diễn giải biểu thức này để tìm chỉ số nhiễu loạn nó hiển nhiên bằng 

không.   
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4 
1. GIỚI THIỆU 

Index reduction. A process called index reduction may be applied to a system 

for lowering the index from an initially high value down to e.g. index one. This 

reduction is performed by successive differentiation and is often used in theoretical 

contexts. Let us illustrate it by an example: 

1.1.3. Rút gọn chỉ số. Một quá trình đƣợc gọi là rút gọn chỉ số có thể đƣợc áp dụng 

cho hệ để làm giảm chỉ số của hệ có chỉ số cao ban đầu xuống hệ có chỉ số chẳng 

hạn nhƣ một. Việc rút gọn này đƣợc thực hiện qua các thao tác lấy vi phân liên tiếp 

và thƣờng đƣợc dùng  trong các bối cảnh (khuôn khổ) lý thuyết. Chúng ta hãy 

minh họa điều này qua một ví dụ: 

We look at example 1.1.2.2 and differentiate Phƣơng trình1.3 once, thereby 

obtaining 

Chúng ta nhìn vào ví dụ 1.1.2.2 và lấy vi phân Phƣơng trình1.3 một lần, do đó thu 

đƣợc 

................................ 

Lấy vi phƣơng trình 1.3, ta đƣợc 

......................... 

Khi sắp xếp lại các số hạng, ta đƣợc 

........................... 

The two differentiations have reduced the system to one of index zero and we can 

solve the resulting ODE-system using well known methods. 

Hai thao tác lấy vi phân đã đƣa hệ về hệ có chỉ số không và chúng ta có thể giải hệ 

ODE cuối cùng bằng cách dùng các phƣơng pháp đã biết. 

If we want to find the perturbation index we may look at the equations for the 

perturbed system 

Nếu chúng ta muốn tìm chỉ số nhiễu loạn, chúng ta có thể xét các phƣơng trình cho 

hệ nhiễu loạn 

...................... 

Dùng vi phân trên phƣơng trình thứ hai ta đƣợc 
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5 
....................... 

From the estimates above we can now (by using Gronwalls lemma 

Phƣơng trình1.4) obtain 

Từ ƣớc lƣợng ở trên bây giờ chúng ta có thể (bằng cách dùng Bổ đề Gronwalls 

phƣơng trình 1.4) ta đƣợc 

All the max- values are to be taken over 0 <X;< x. 

Tất cả các giá trị cực đại đƣợc lấy trên 0 ≤ 𝜉 ≤ 𝑥  

1.3  Phƣơng trình THE VAN DER POL  

1.2. Các nhiễu loạn suy biến (đơn) Singular Perturbations 

One important source for DAE-problems comes from using singular perturbations 

[RO88] Here we look at systems of the form 

Một nguồn quan trọng cho các bài toán DAE  đến từ việc dùng các nhiễu loạn 

[RO88] Ở đây chúng ta xét hệ có dạng 

.............................. 

Letting e go to zero (e -»• 0) we obtain an index one problem in semi-explicit 

form. This system may be proven to have an e-expansion where the expansion 

coefficients are solution to the system of DAEs that we get in the limit of Phƣơng 

trình1.5. 

Cho 𝜀 tiến đến không (𝜀 → 0) chúng ta thu đƣợc bài toán chỉ số một dƣới dạng bán 

tƣờng minh. Chúng ta có thể chứng minh đƣợc hệ này có khai triển 𝜀 trong đó các 

hệ số của khai triển là nghiệm của hệ DAE mà chúng ta nhận đƣợc trong giới hạn 

của phƣơng trình1.5. 

An example. In order to show the complex relationship between sin¬gular 

pertubation problems and higher index DAEs, we study the following prob-lem: 

1.2.1. Một ví dụ. Để thấy đƣợc mối quan hệ phức tạp giữa các bài toán nhiễu loạn 

suy biến (đơn) và các DAE chỉ số cao, chúng ta xét bài toán sau đây: 

  

........................................ 
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which can be related to the reduced problem (by letting e -»• 0) 

có thể liên quan đến bài toán rút gọn (bằng cách cho 𝜀 → 0 ) 

....................... 

This is a DAE-system in semi-explicit form and we can differentiate the second 

equation with respect to x and obtain 

Đây là một hệ DAE ở dạng bán tƣờng minh và chúng ta có thể lấy vi phân  phƣơng 

trình thứ hai theo 𝑥 và thu đƣợc 

............................. 

This shows, that for indexes greater than one the DAE and the stiff problem can 

not always be related easily. 

Singular Pertubation Problems (SPP) are treated in more detail in Subsection 2.2.2. 

Điều này cho thấy rằng đối với các chỉ số lớn hơn một DAE và bài toán cứng có 

thể có mối quan hệ phức tạp. 

Các bài toán nhiễu loạn suy biến (đơn) (SPP) đƣợc xét chi tiết hơn trong tiểu mục 

2.2.2. 

1.3 Phƣơng trình Van der Pol  

A very famous test problem for systems of Các ODE is the Van der Pol equation 

defined by the second order differential equation 

Một bài toán thử nghiệm rất nổi tiếng cho hệ ODE là phƣơng trình Van der Pol  

đƣợc định nghĩa qua phƣơng trình vi phân cấp hai 

.......................... 

This equation may be treated in different ways, the most straigtforward is to split 

the equation into two by introducing a new variable for the derivative (y1 y y2 y ) 

which leads to 

Phƣơng trình này có thể đƣợc xét theo nhiều cách khác nhau, trực tiếp nhất là tách 

phƣơng trình thành hai bằng cách đƣa  vào một biến mới cho đạo hàm (𝑦1 =

𝑦, 𝑦2 = 𝑦′ ) dẫn đến 

.................................... 

The system of two Các ODE may be solved by any standard library solver but the 
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outcome will depend on the solver and on the parameter p. If we divide the second 

of the equations by p we get an equation that has the character of a singular 

perturbation problem. Letting <*> we see that this corresponds to e -»• 0 in Eq. 

1.5. 

Hệ hai ODE có thể đƣợc giải bằng bất kỳ chƣơng trình giải thƣ viện tiêu chuẩn 

nào, nhƣng kết quả sẽ phụ thuộc vào chƣơng trình giải và tham số 𝜇. Nếu chúng ta 

chia phƣơng trình thứ hai cho 𝜇, chúng ta nhận đƣợc một phƣơng trình có đặc điểm 

của một bài toán  nhiễu loạn suy biến (đơn). Đặt 𝜇 → ∞ chúng ta thấy rằng cái này 

tƣơng ứng với 𝜀 → 0 trong phƣơng trình1.5. 

Several other approaches may show other aspects of the nature of this problem for 

example [HW91] introduces the transformation t = x/p after a scaling of y2 by p 

we get 

Một số phƣơng pháp tiếp cận khác có thể làm rõ những khía cạnh khác nhau của 

bài toán này chẳng hạn [HW91] đã đƣa vào phép biến đổi 𝑡 = 𝑥/𝜇 sau khi lấy tỷ lệ 

y2 một lƣợng 𝜇, chúng ta nhận đƣợc 

............................ 

The introduction of e = 1/p
2
 finally results in a problem in singular perturbation 

form 

Cuối cùng, việc đƣa vào 𝜀 = 1/𝜇2 đƣa đến bài toán dƣới dạng nhiễu loạn suy biến 

(đơn) 

....................... 

As explained previously this problem will approach a DAE if e -»• 0 Using 

termi¬nology from Các ODE the stiffness of the problem increases as e gets 

smaller giving rise to stability problems for numerical ODE-solvers that are 

explicit while we expect methods that are A- or L-stable to perform better.  

Nhƣ đã giải thích trƣớc đây bài toán này sẽ tiến đến một DAE nếu 𝜀 → 0 . Dùng 

thuật ngữ từ  các ODE độ cứng của bài toán tăng khi 𝜀 nhỏ hơn làm nảy sinh các 

bài toán ổn định cho các chƣơng trình giải ODE số là tƣờng minh trong khi chúng 

ta mong đợi các phƣơng pháp ổn định A hoặc L để thực thi tốt hơn.  

Phần 1 Phƣơng pháp    

Chƣơng 2 
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Phƣơng pháp Runge-Kutta cho các bài toán DAE 

2.1.              Giới thiệu chung 

Runge-Kutta methods have the advantage of being one-step methods, possibly 

having high order and good stability properties, and therefore they (and related 

methods) are quite popular. 

Phƣơng pháp Runge-Kutta có ƣu điểm là phƣơng pháp một bƣớc, có thể có bậc cao 

và tính chất ổn định tốt, và do đó chúng (và các phƣơng pháp liên quan) khá phổ 

biến. 

When solving DAE systems using Runge-Kutta methods, the problem of 

incorporation of the algebraic equations into the method exists. This chapter 

focuses on understanding algorithms and convergence results for Runge-Kutta 

methods. The specific Runge-Kutta tables (i.e. coefficients) has to be looked up 

elsewhere, eg. [HW96], [AP98] or [ESF98]. 

Khi giải hệ DAE  bằng cách dùng các phƣơng pháp Runge-Kutta, vấn đề kết hợp 

các phƣơng trình đại số vào phƣơng pháp đã có. Chƣơng này tập trung vào việc 

tìm hiểu các thuật toán và các kết quả hội tụ cho các phƣơng pháp Runge-Kutta. 

Các bảng Runge-Kutta cụ thể (tức là hệ số) có đƣợc tra ở trong các tài liệu khác, 

chẳng hạn nhƣ [HW96 AP98 hoặc [ESF98]. 

Basic Runge-Kutta methods. To settle notation we recapitulate the form of the s-

stage Runge-Kutta method. 

2.1.1.  Phƣơng pháp Runge-Kutta cơ bản. Để giải quyết vấn đề ký hiệu, chúng ta 

tóm tắt lại dạng của phƣơng pháp Runge-Kutta giai đoạn s (s giai đoạn). 

For the autonomous explicit ODE system 

Đối với hệ ODE tƣờng minh tự trị (tự quản)  

...................... 

the method, for advancing the solution from a point yn to the next, would look like 

this: 

phƣơng pháp, để đƣa nghiệm từ điểm yn đến điểm tiếp theo, sẽ có dạng: 

.............................. 

The method is a one-step method (i.e. it does not utilize information from previous 

steps) and it is specified by the matrix A with the elements aij, and the vector b 
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having the elements bi. We call the Yn/s the internal stages of the step. In general 

these equations represents a non-linear system of equations. 

Phƣơng pháp này là  phƣơng pháp một bƣớc (tức là nó không dùng thông tin từ các 

bƣớc trƣớc ) và nó đƣợc xác định bởi ma trận A  với các yếu tố aij, và  vector b có 

các yếu tố bi. Chúng ta gọi 𝑌𝑛,𝑖  là các giai đoạn bên trong của bƣớc. Nói chung, 

những phƣơng trình này biểu diễn một hệ phƣơng trình phi tuyến  . 

The classical theory for determining the order of the local and global error is 

found in a number of books on Các ODE. Both the J. C. Butcher and P. Albrecht 

approach are shortly described in [Lam91]. 

Lý thuyết cổ điển để xác định bậc của các sai số cục bộ và toàn cục có thể đƣợc đề 

cập đến trong một số sách về các ODE. Cả hai phƣơng pháp  Butcher JC và P. 

Albrecht đều đƣợc mô tả ngắn gọn trong [Lam91]. 

Simplifying conditions. The construction of implicit Runge-Kutta methods is often 

done with respect to some simplifying (order) conditions , see [HW96, p.71] 

2.1.2.  Các điều kiện đơn giản hóa. Việc xây dựng các phƣơng pháp Runge-Kutta 

ẩn thƣờng đƣợc thực hiện đối với một số điều kiện đơn giản hóa (về bậc), xem 

[HW96, p.71]: 

......................................... 

Condition B(p) is the quadrature condition, and C(could be interpreted as the 

quadrature condition for the internal stages. A theorem of Butcher now says 

Điều kiện 𝐵 (𝑝) là điều kiện cầu phƣơng, và C(𝜂) (có thể đƣợc hiểu là các điều 

kiện cầu phƣơng cho các giai đoạn bên trong (nội bộ). Bây giờ,  định lý Butcher 

phát biểu rằng 

THEOREM 2.1. If the coefficients bi, ci and aij of a Runge-Kutta method satisfies 

B(p), C(andD(Q with p < ^ +1, andp < 2^ + 2, then the method is oforder p. 

Định lý 2.1. Nếu các hệ số bi, ci và aij của phƣơng pháp Runge-Kutta thỏa mãn 

𝐵(𝑝), C(η) và D(ζ)  với 𝑝 ≤ 𝜂 + 𝜁  và 𝑝 ≤ 2𝜂 + 2 thì phƣơng pháp có bậc 𝑝. 

Comment: You could say “at least order p”, or - that to discover the properties of 

the method, - try to find a p as high as possible. 

Bình luận: Bạn có thể nói "ít nhất là bậc 𝑝", hoặc khám phá các tính chất của 

phƣơng pháp này, cố gắng tìm 𝑝 càng cao càng tốt. 
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Order reduction, stage order, stiff accuracy. When using an implicit Runge-Kutta 

method for solving a stiff system, the order of the error can be reduced compared 

to what the classical theory predicts. This phenomenon is called order reduction. 

2.1.3 Sự suy giảm bậc, bậc từng giai đoạn, độ chính xác cứng. Khi dùng một 

phƣơng pháp Runge-Kutta ẩn để giải một hệ cứng, bậc sai số có thể giảm so với 

bậc đƣợc lí thuyết cổ điển dự đoán. Hiện tƣợng này đƣợc gọi là sự suy giảm bậc. 

The cause of the classical order “failing”, is that the step size is actually “cho-

sen” much to large compared to the time scale of the system. We know though, 

and our error estimates often tells the same, that we get accurate solutions even 

though choosing such big step-sizes. This has to do with the fact that in a stiff 

system we are not following the solution curve, but we are actually following the 

“stable manifold” 

Nguyên nhân của sự sai lệch bậc cổ điển là do thực sự kích thƣớt bƣớc đƣợc chọn 

lớn hơn nhiều so với thang thời gian của hệ. Chúng ta biết mặc dù, và ƣớc lƣợng 

sai số của chúng ta thƣờng cũng đem lại kết quả tƣơng tự, chúng ta nhận đƣợc 

nghiệm chính xác cho dù chọn các kích thƣớc bƣớc lớn nhƣ vậy. Điều này phải 

đƣợc thực hiện với sự kiện là trong một hệ cứng, chúng ta không theo đƣờng cong 

nghiệm, mà thực sự, chúng ta theo  "đa tạp ổn định" 

The order we observe is (at least) described by the concept of stage order. 

Bậc mà chúng ta quan sát (ít nhất) đƣợc mô tả bởi khái niệm bậc từng giai đoạn 

The stage order is the minimum of p and q when the Runge-Kutta method satisfies 

B(p) and C{q) from Eq. 2.2. 

Bậc từng giai đoạn là cực tiểu của 𝑝 và 𝑞 khi phƣơng pháp Runge-Kutta thỏa mãn 

𝐵 (𝑝) và 𝐶(𝑞) từ Phƣơng trình2.2.   

A class of methods not suffering from order reduction are the methods which 

are stiffly accurate. Stiff accuracy means that the final point is actually one of the 

internal stages (typically the last stage), and therefore the method satisfies 

Một loại phƣơng pháp không bị suy giảm bậc là các phƣơng pháp có chính xác 

cứng. Chính xác cứng tức là điểm cuối cùng thực sự là  một trong các giai đoạn 

bên trong (nội bộ) (thƣờng là giai đoạn cuối cùng), và do đó phƣơng pháp thỏa 

mãn 

..................... 
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Collocation methods. Collocation is a fundamental numerical method. It is about 

fitting a function to have some properties in some chosen collocation points. 

Normally the collocation function would be a polynomial P x of some degree r. 

2.1.4 Các phƣơng pháp kết hợp. Kết hợp là phƣơng pháp số cơ bản. Nó đề cập đến 

việc khớp một hàm để có những tính chất nào đó trong một số điểm kết hợp đƣợc 

chọn. Thông thƣờng hàm kết hợp sẽ là một đa thức 𝑃 (𝑥) bậc 𝑟 nào đó. 

The collocation method for integrating a step (like Eq. 2.1a) would be to find 

coefficients so that 

Phƣơng pháp kết hợp để tích hợp một bƣớc (nhƣ Phƣơng trình2.1A) sẽ tìm các hệ 

số sao cho 

......................... 

Collocation methods are a relevant topic when discussing Runge-Kutta methods. It 

turns out that some special Runge-Kutta methods like Gauss, Radau IIA and 

Lobatto IIIA, are in fact collocation methods. 

Phƣơng pháp kết hợp là một chủ đề đáng quan tâm (thích đáng) khi thảo luận về 

các phƣơng pháp Runge-Kutta meth. Hóa ra là một số phƣơng pháp Runge-Kutta 

đặc biệt nhƣ Gauss, Radau IIA và Lobatto IIIA, thực ra là các phƣơng pháp kết 

hợp. 

In [Lam91, p. 194] it is shown why such a method is a Runge-Kutta method. The 

principle is that the ci in the collocation formula matches the ones from the Runge-

Kutta method, and the internal stages of the Runge-Kutta method match the 

collocation method as Y, = P( xn + cfi). The “parameters” of the collocation 

method are the c/s and therefore define the A-matrix of the identical (implicit) 

Runge-Kutta method. 

Trong [Lam91, p. 194] ngƣời ta đã chứng minh tại sao một phƣơng pháp nhƣ thế là 

phƣơng  pháp Runge-Kutta. Nguyên tắc là ci trong công thức kết hợp khớp với 

những hệ số đó của phƣơng pháp Runge-Kutta, và các giai đoạn bên trong (nội bộ) 

của phƣơng pháp Runge-Kutta khớp với phƣơng pháp kết hợp nhƣ Yi = P(xn + 

Cih). Các "tham số" của phƣơng pháp kết hợp là ci và do đó xác định ma trận A 

của phƣơng pháp Runge-Kutta giống nó (ẩn). 

2.2. Phƣơng pháp Runge-Kutta cho các bài toán chỉ số 1 

The traditional form of the index-one problem looks like this:  
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Dạng truyền thống của bài toán chỉ số một là:  

.......................................... 

với giả sử rằng  

.................... 

for every point at the solution curve. If g^(y,z) were not invertible the system 

would have index at least 2. 

This implies that Eq. 2.3b has a unique solution z = G(y) by the Implicit Function 

Theorem. Inserted into Eq. 2.3a gives 

đối với mọi điểm tại đƣờng cong nghiệm. Nếu 𝑔𝑧 𝑦, 𝑧  không khả nghịch hệ sẽ có 

chỉ số ít nhất là 2. 

Điều này có nghĩa là phƣơng trình 2.3b có một nghiệm duy nhất z = G (y) theo 

Định lý Hàm ẩn. Đƣa vào Phƣơng trình2.3a ta đƣợc 

.............................. 

the so called state space form. We see that, if algebraic manipulations could lead to 

Eq. 2.4, then we could solve the problem as a normal explicit ODE problem. This 

is in general not possible. 

 đƣợc gọi là dạng không gian trạng thái.Chúng ta thấy rằng, nếu các thao tác đại số 

có thể dẫn đến phƣơng trình2.4, thì chúng ta có thể giải bài toán nhƣ bài toán ODE 

tƣờng minh thông thƣờng. Nói chung, điều này không thể xảy ra. 

We should at this time mention another form of the implicit ODE system: The 

form 

Vào lúc này, chúng ta sẽ đề cập đến một dạng khác của hệ ODE ẩn: dạng 

.............................. 

typically occurs when you can’t separate differential and algebraic equations like 

in Eq. 2.3, and some of the equations contain more than one “entry” of the primes 

yi from y', see eg. [HW96, p. 376 ff.]. 

thƣờng xảy ra khi bạn không thể tách các phƣơng trình vi phân và đại số nhƣ trong 

phƣơng trình 2.3, và một số phƣơng trình có chứa nhiều hơn một hàm phẩy 𝑦𝑖
′  từ 

𝑦′ , ví dụ xem. [HW96, p. 376 ff. 
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If M is invertible/regular, this system is actually just a normal ODE system (index-

0), and traditional methods can be used. If M is singular the system has index at 

least one. 

Nếu M là khả nghịch / chính quy, thực sự hệ này chính là một hệ ODE thƣờng (chỉ 

số 0), và có thể sử dụng phƣơng pháp truyền thống. Nếu M suy biến hệ có chỉ số ít 

nhất là một. 

If the system is of index-1 then a linear transformation of the variables can give 

the system a form like Eq. 2.3. 

Nếu hệ có chỉ số 1, thì một phép biến đổi tuyến tính của các biến sẽ cho ra hệ có 

dạng nhƣ phƣơng trình2.3. 

State Space Form Method. Because of the possibility of (at least “implicitly”) 

rewriting the problem to the state space form Eq. 2.4, we could imagine using the 

Runge-Kutta method, by solving Eq. 2.3b (for z) in each of the internal stages and 

at the final solution point: 

2.2.1.  Phƣơng pháp dạng không gian trạng thái. Do khả năng (ít nhất là "ẩn") viết 

lại bài toán dƣới dạng  không gian trạng thái Pt. 2.4, chúng ta có thể tƣởng tƣợng 

bằng cách dùng các phƣơng pháp Runge-Kutta, qua việc giải phƣơng trình2.3b 

(tìm z) trong các giai đoạn bên trong (nội bộ) và ở điểm nghiệm cuối cùng: 

............................... 

These methods have the same order as the classical theory would predict for 

Runge-Kutta methods with some A and b, and this holds for both y and z. 

Những phƣơng pháp này có bậc tƣơng tự nhƣ lý thuyết cổ điển tiên đoán đối với 

các phƣơng pháp Runge-Kutta với A và b nào đó, và điều này đúng cho cả y và z. 

Furthermore these methods do not have to be implicit. The explicit state space 

form methods are treated in [ESF98, p. 182], here called half-explicit Runge-Kutta 

methods. 

Hơn nữa những phƣơng pháp này không phải là ẩn. Những phƣơng pháp dạng 

không gian trạng thái tƣờng minh đƣợc xét trong [ESF98, p. 182], ở đây đƣợc gọi 

là các phƣơng pháp Runge-Kutta bán tƣờng minh. 

The e-embedding method for problems of index 1. Discussions of index-1 

problems are often introduced by presenting the singular perturbation problem 

(SPP) already encountered in Section 1.2. A key idea (see eg. [HW96, p. 374]) is 
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the following: Transform the DAE to a SPP, by introducing e. Deriving the method 

for a SPP and then putting e = 0. This will give a method for DAE of index 1: 

2.2.2.              Phƣơng pháp nhúng 𝜀 cho các bài toán chỉ số 1. Thảo luận về các bài 

toán chỉ số 1 thƣờng đƣợc đƣa vào bằng cách trình bày bài toán nhiễu loạn suy 

biến (đơn) (SPP) đã gặp ở mục 1.2. Ý tƣởng then chốt (chẳng hạn nhƣ xem. 

[HW96, p. 374]) là nhƣ sau: Biến đổi DAE sang SPP, bằng cách đƣa vào ε.Rút ra 

phƣơng pháp cho SPP và sau đó đặt 𝜀 =  0. Điều này sẽ cho ra một phƣơng pháp 

đối với  DAE chỉ số 1:   

.............................. 

Để loại bỏ ε từ (2.6), chúng ta có 

...................... 

from Eq. 2.6b, where {raj = {aij}
_1

. This means that A is invertible and therefore 

the RK methods for e-embedding must at least be implicit. So lets at last put e = 0 

từ biểu thức. 2.6b, trong đó  𝜔𝑖,𝑗  =  𝑎𝑖 ,𝑗  
−1

. Điều này có nghĩa là A khả nghịch 

và do đó các phƣơng pháp RK đối với nhúng ε ít nhất phải ẩn. Vì vậy, ít nhất, 

chúng ta hãy đặt 𝜀 = 0 

....................................... 

Nếu chúng ta thay thế phƣơng trình2.7d bằng 

.................... 

Zn j G Yn j and zn 1 G yn 1 In this case Eq. 2.7 is identical to the solution of the 

state space form with the same RK method. The same would hold if the method 

were stiffly accurate. In these cases the error is predicted by the classical order 

theory referred to previously.  

⟹ 𝑍𝑛,𝑗 = 𝑌𝑛,𝑗  và 𝑍𝑛+1 = 𝐺(𝑦𝑛+1). Trong trƣờng hợp này, phƣơng trình2.7 giống 

với nghiệm của dạng không gian trạng thái với cùng một phƣơng pháp RK. Điều 

tƣơng tự sẽ đúng nếu phƣơng pháp là chính xác cứng. Trong những trƣờng hợp 

này, sai số đƣợc dự đoán bởi lý thuyết bậc cổ điển đã đƣợc đề cập từ trƣớc.  

Generally the convergence results are listed in [HW96, p.380]. We should 

though mention the convergence result if the method is not stiffly accurate, but 
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linearly stable at infinity: Then the method has the minimum of the classical order 

and the stage order + 1. 

Nói chung, các kết quả hội tụ đƣợc liệt kê trong [HW96, p.380]. Chúng ta nên đề 

cập đến kết quả hội tụ nếu phƣơng pháp không chính xác cứng, nhƣng ổn định 

tuyến tính  ở vô cực: Thế thì phƣơng pháp có cực tiểu của bậc cổ điển và bậc giai 

đoạn là + 1. 

Chúng ta có sơ đồ sau đây: 

................................ 

FIGURE 2.1. The transformation of the index-1 problem  

Hình 2.1. Chuyển đổi các bài toán chỉ số 1 

2.3. Phƣơng pháp Runge-Kutta cho các bài toán chỉ số cao 

Not many convergence results exist for high-index DAEs. 

Nhiều kết quả hội tụ không tồn tại đối với các DAE chỉ số cao. 

The semi-explicit index-2 system. For problems of index 2, results mainly exist for 

the semi-explicit index-2 problem. It looks as follows: 

2.3.1.  Hệ chỉ số 2 bán tƣờng minh. Đối với bài toán của chỉ số 2, các kết quả chủ 

yếu tồn tại cho bài toán chỉ số 2 bán tƣờng minh. Nó có dạng nhƣ sau: 

................. 

𝑔𝑦  𝑦 𝑓(𝑦, 𝑧) là khả nghịch 

………………………………………………………………………………………………………

…………. 

The e-embedding method. This method also applies to the semiexplicit index-2 

case, although in a slightly different form: (note that the new variable lnj is 

introduced) 

2.3.2. Phƣơng pháp nhúng ε. Phƣơng pháp này cũng áp dụng cho trƣờng hợp chỉ số 

2 bán tƣờng minh, mặc dù dƣới dạng hơi khác: (lƣu ý rằng biến mới In, j  đƣợc đƣa 

vào) 

........................................ 
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Convergence results are described in [HW96, p. 495 ff.]. The main convergence 

results are based on the simplifying conditions 

Các kết quả hội tụ đƣợc mô tả trong [HW96, p. 495 ff. Các kết quả hội tụ chính 

dựa trên các điều kiện đơn giản hóa 

...................... 

see Eq. 2.2. An abstract of convergence results are that the local error then behaves 

like 

xem Phƣơng trình2.2. Có thể đƣa ra một tóm tắt về các kết quả hội tụ là sai số cục 

bộ có dạng 

................................. 

with p>q. The interesting result for the global error is then that 

với 𝑝 ≥ 𝑞. Kết quả thú vị cho sai số toàn cục là  

............................... 

Remember that these results deal with the method used for the semi-explicit index-

2 problem. The convergence results are, as presented, concentrated useful 

implications of more general results found in [HW96]. 

Hãy nhớ rằng những kết quả này thu đƣợc từ việc áp dụng  phƣơng pháp cho bài 

toán chỉ số 2 bán tƣờng minh. Nhƣ đã nói, các kết quả hội tụ tập trung vào những 

hệ quả hữu dụng của các kết quả tổng quát hơn ở trong tài liệu tham khảo [HW96]. 

1.3.1. Collocation methods. The collocation method, matching an s-stage Runge-

Kutta method could be applied to Eq. 2.8, as follows: Let u(x) and v(x) be 

polynomials of degree s. At some point xn the polynomial satisfies consistent 

initial conditions  

2.3.3. Các phƣơng pháp kết hợp. Phƣơng pháp kết hợp, phù hợp với (khớp với) 

phƣơng pháp Runge-Kutta s giai đoạn có thể đƣợc áp dụng cho Phƣơng trình 2.8, 

nhƣ sau: Giả sử  u(x) và v(x) là các đa thức bậc s. Tại một điểm xn nào đó, đa thức 

thỏa mãn các điều kiện  ban đầu phù hợp  

........................... 

Then the collocation polynomials are found to satisfy 
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Thế thì, chúng ta thấy rằng các đa thức kết hợp thỏa mãn 

........................................ 

and the step is finally determined from 
và  cuối cùng bƣớc đƣợc xác định từ 

................................... 

It can be shown that this method coincides with the e-method just mentioned, if the 

coefficients are chosen correctly. The Gauss-, Radau IIA-, and Lobatto IIIA  

coefficients could therefore be used in both methods. These coefficients are quite 

popular, when solving DAEs. 

Có thể chứng tỏ rằng phƣơng pháp này trùng với phƣơng pháp 𝜀 vừa đƣợc đề cập ở 

trên, nếu các hệ số đƣợc chọn một cách chính xác. Do đó, các hệ số Gauss, Radau 

IIA và Lobatto IIIA có thể đƣợc dùng trong cả hai phƣơng pháp.Các hệ số này khá 

phổ biến, khi giải các DAE. 

Order-table for some methods in the index-2 case. Here we present a table with 

some of the order results from using the above methods. 

2.3.4. Bảng bậc cho một số phƣơng pháp trong trƣờng hợp chỉ số 2. Ở đây chúng 

tôi trình bày một bảng với một số kết quả bậc từ việc dùng các phƣơng pháp trên. 

................................ 

For results on projection methods we refer to the chapter about Projection methods, 

Chapter 3 or we refer to the text in [HW96, p.502]. 

Về các kết quả của phƣơng pháp chiếu, chúng ta có thể tham khảo chƣơng nói về 

các phƣơng  pháp chiếu, Chƣơng 3 hoặc chúng ta có thể tham khảo trong [HW96, 

p.502]. 

2.4.  Các phƣơng pháp  Runge-Kutta đặc biệt 

This section will give an overview of some special classes of methods. These 

classes are defined by the structure of their coefficient matrix A. Figure 2.2 gives 

an overview of these structures. The content is presented with inspiration from 

[Kvs92] and [KNO96]. 
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Phần này sẽ đƣa ra một cái nhìn tổng quan về các loại phƣơng pháp đặc biệt. Các 

loại này đƣợc định nghĩa qua cấu trúc của ma trận hệ số A của chúng. Hình 2.2 

trình bày tổng quan về những cấu trúc này. Nội dung đƣợc trình bày chủ yếu xuất 

phát từ các ý tƣởng của [Kvs92 và [KNO96]. 

Explicit Runge-Kutta methods (ERK). These methods have the nice property that 

the internal stages one after one are expressed explicitly from former stages. The 

typical structure of the A-matrix would the be 

2.4.1.  Phƣơng pháp Runge-Kutta  tƣờng minh (ERK).  

Những phƣơng pháp này có những tính chất đẹp là lần lƣợt từng giai đoạn bên 

trong đƣợc biểu diễn một cách tƣờng minh từ các giai đoạn trƣớc. Cấu trúc điển 

hình của ma trận A sẽ là 

.................... 

These methods are very interesting in the explicit ODE case, but looses impor-

tance when we introduce implicit Các ODE. In this case the computation of the 

internal stages would in general imply solving a system of nonlinear equations for 

each stage, and introduce iterations. Additionally the stability properties of these 

methods are quite poor. 

Những phƣơng pháp này rất thú vị trong trƣờng hợp ODE tƣờng minh, nhƣng mất 

đi tầm quan trọng khi áp dụng cho  các ODE ẩn. Trong trƣờng hợp này, nói chung, 

việc tính toán các giai đoạn bên trong đồng nghĩa với việc giải hệ các phƣơng trình 

phi tuyến cho  từng giai đoạn, và đƣa vào các phép lặp. Ngoài ra tính chất ổn định 

của các phƣơng pháp này khá kém. 

As a measure of the work load we could use the factorization of the Jacobian. We 

have an implicit n-dimensional ODE system. Since the factorization should be 

done for each stage the work load for the factorization is of the order sn
3
. 

Để đánh giá khối lƣợng công việc, chúng ta có thể dùng thừa số Jacobian. Chúng 

ta có một hệ ODE n chiều ẩn. Bởi vì việc tìm thừa số nên đƣợc thực hiện cho từng 

giai đoạn, khối lƣợng công việc của việc tìm thừa số vào bậc sn
3
.   

2.4. CÁC PHƢƠNG PHÁP RUNGE-KUTTA ĐẶC BIỆT  

Fully implicit Runge-Kutta methods (FIRK). These methods have no restriction on 

the elements of A. An s-stage FIRK method together with an implicit ODE system, 
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forms a fully implicit nonlinear equation system with a number of equations in the 

order of ns. The work done in factorization of the Jacobian would be of the order 

(sn)
3
 = s

3
n

3
. 

2.4.2.  Phƣơng pháp Runge-Kutta ẩn hoàn toàn (FIRK). Những phƣơng pháp này 

không có ràng buộc về các yếu tố của A. Một phƣơng pháp FIRK s giai đoạn cùng 

với một hệ ODE ẩn, tạo thành một hệ phƣơng trình phi tuyến ẩn hoàn toàn với số 

phƣơng trình vào bậc ns.Khối lƣợng công việc đƣợc thực hiện trong việc tìm thừa 

số sẽ vào bậc (sn)
3
 = s

3
n

3
. 

Diagonally Implicit Runge-Kutta methods (DIRK). In order to avoid the full 

Jacobian from the FIRK method, one could construct a semi explicit (close to 

explicit) method, by making the structure of A triangular and thereby the Jacobian 

of the complete nonlinear equation system block-triangular. The condition of the A 

being triangular is traditionally expressed as 

2.4.3. Các phƣơng pháp Runge-Kutta ẩn chéo (DIRK). Để tránh hoàn toàn 

Jacobian từ các phƣơng pháp FIRK, ngƣời ta có thể xây dựng một phƣơng pháp 

bán tƣờng minh (gần tƣờng minh), bằng cách làm cho cấu trúc của A là tam giác 

và do đó Jacobian của hệ phƣơng trình phi tuyến đầy đủ là khối-tam giác. Điều 

kiện để A là tam giác thƣờng đƣợc biểu diễn nhƣ sau 

................ 

The work load could again be related to the factorization of the Jacobian. In each 

stage we have n equations and the factorization would cost in the order of n
3
 per 

stage. This means that the total workload would be of the order sn
3
 just as for the 

ERK methods, when used on the implicit ODE system. 

Một lần nữa, khối lƣợng công việc liên quan đến việc tìm thừa số của Jacobian. 

Trong mỗi giai đoạn, chúng ta có n phƣơng trình và việc tìm thừa số sẽ tốn bậc n
3
 

ở mỗi giai đoạn. Điều này có nghĩa là tổng khối lƣợng công việc sẽ vào bậc sn
3
 

giống nhƣ  đối với các phƣơng pháp ERK, khi đƣợc dùng trên hệ ODE ẩn. 

But as a major advantage these methods have better stability properties than 

ERK methods. On the other hand they can not match the order of the FIRK 

methods with the same number of stages. 

Tuy nhiên, một ƣu điểm nổi bật của phƣơng pháp này là có tính chất ổn định tốt 

hơn các phƣơng pháp  ERK. Mặt khác, chúng không có bậc giống với phƣơng  

pháp FIRK với cùng một số giai đoạn. 
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As a subclass of the DIRK methods one should notice the singly DIRK method 

(SDIRK methods) which on top of Eq. 2.11 specifies that 

Với tƣ cách là một lớp con của các phƣơng pháp DIRK chúng ta nên chú ý rằng 

phƣơng pháp DIRK đơn (các phƣơng pháp SDIRK) ở đầu của  Phƣơng trình 2.11 

xác định (chỉ rõ) rằng 

................... 

Yet another class of method is the ESDIRK methods which introduces the start 

point as the first stage, and hereafter looks like the SDIRK method: the method is 

defined by Eq. 2.11 and 

Tuy nhiên, có một lớp phƣơng pháp khác là các phƣơng pháp ESDIRK đƣa vào 

điểm bắt đầu nhƣ giai đoạn đầu tiên, và sau này giống nhƣ phƣơng pháp SDIRK: 

Phƣơng pháp đƣợc xác định bởi Phƣơng trình2,11 và 

................................. 

FIGURE 2.2. Overview of the structure of A for the different classes of methods 

Hình 2.2. Tổng quan về cấu trúc của A cho các lớp phƣơng pháp khác nhau 

Design Criteria for Runge-Kutta methods. The DIRK methods are investigated for 

solving stiff systems, index-1 and index-2 systems in [Kvs92]. She uses the e-

expansion shown in the next section to describe the error generated when solving a 

stiff system. 

2.4.4.              Tiêu chuẩn thiết kế cho phƣơng pháp Runge-Kutta. Các phƣơng 

pháp DIRK đƣợc sử dụng để giải các hệ cứng, các hệ chỉ số 1 và chỉ số 2 trong 

[Kvs92]. Cô ấy dùng khai triển 𝜀 đƣợc biểu diễn trong phần tiếp theo để mô tả sai 

số đƣợc hình thành khi giải một hệ cứng. 

She summarizes a number of design criteria based on the properties found of 

importance, before presenting the DIRK methods. These properties are listed 

below: 

Cô ấy tóm tắt một số tiêu chuẩn thiết kế dựa trên các tính chất quan trọng, trƣớc 

khi trình bày các phƣơng pháp DIRK. Các tính chất này đƣợc liệt kê dƣới đây: 

• The advancing method should be stiffly accurate. 

• The error estimating method should be stiffly accurate. 

The advancing method should be at least L 0 -stable. 

• The error estimating method should at least be A(0)-stable, if possible A( 0)-
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stable. 

• The stageorder of the method should be as high as possible. 

• Phƣơng pháp tiến sẽ chính xác cứng. 

• Phƣơng pháp ƣớc tính sai số sẽ chính xác cứng. 

Phƣơng pháp tiến ít nhất là ổn định L(0). 

• Phƣơng pháp ƣớc tính sai số ít nhất phải ổn định A(0), nếu có thể là ổn định A(0). 

• Bậc từng giai đoạn của phƣơng pháp nên cao nhất có thể. 

The conditions are presented in preferential order. We will only mention that the 

fist two conditions are ment to ensure that the order of the method and the error 

estimate is known also in the these stiff(-like) problems, where methods otherwise 

can suffer from order reduction. 

Các điều kiện đƣợc trình bày theo thứ tự ƣu tiên. Chúng tôi chỉ muốn nhấn mạnh 

rằng hai điều kiện đầu tiên  để đảm bảo rằng bậc của phƣơng pháp và ƣớc tính sai 

số là đã biết trong các bài toán cứng này, nếu ngƣợc lại các phƣơng pháp sẽ bị rút 

gọn bậc. 

2.5. Khai triển  𝜀 của nghiệm trơn e-Expansion of the Smooth Solution 

Following [HW96, Chapter VI.2] let us consider the singular perturbation problem 

Eq. 1.5 with the functions f and g sufficiently smooth. The functions f, g and the 

initial values y(0), z(0) may depend smoothly on e. The corresponding equation for 

e = 0 is the reduced problem 2.3a. Again in order to guarantee solvability of Eq. 

2.3a, we assume that g^(y,z) is invertible. 

Theo [HW96, Chƣơng VI.2] chúng ta hãy xét bài toán nhiễu loạn suy biến với các 

hàm g và f đủ trơn. Các hàm f, g và các giá trị ban đầu y(0), z(0) có thể chỉ phụ 

thuộc trơn vào 𝜀. Phƣơng trình tƣơng ứng cho 𝜀 = 0 là bài toán rút gọn 2.3a. Một 

lần nữa để đảm bảo khả năng giải đƣợc của phƣơng trình 2.3a, chúng ta giả sử rằng 

gz (y, z) khả nghịch. 

Now it is natural to be interested in smooth solutions of Eq. 1.5 which are of 

the form: 

Bây giờ, một cách tự nhiên, chúng ta quan tâm đến các nghiệm trơn của phƣơng 

trình1.5 có dạng: 

............................. 
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If we now insert Eq. 2.12 and Eq. 2.13 into Eq. 1.5 and collect the equal powers 

of e we will end up with couples of systems of equations first of which is the 

system for yo(x), zo(x). Since gz is invertible we can solve the other systems for z1 

, z2 and so forth. This leads to the following: 

Bây giờ, nếu  chúng ta thế  phƣơng trình 2.12 và phƣơng trình 2.13 vào phƣơng 

trình 1.5 và sắp xếp lại các hàm e mũ có cùng lũy thừa chúng ta sẽ thu đƣợc một số 

hệ phƣơng trình mà cái đầu tiên trong số đó là hệ cho y0(x), z0(x). Bởi vì gz khả 

nghịch, chúng ta có thể giải các hệ còn lại để tìm z1, z2 và v.v… Điều này dẫn đến 

kết quả sau đây: 

........................................... 

As expected, we see fromEq. 2.14 andEq. 2.15 that yo(x), zo(x) is a solution of the 

reduced system. Since gz is invertible, the equation Eq. 2.17 can be solved for z1. 

By inserting z1 into the Eq. 2.15 we obtain a linear differential equation for yi x . 

Hence, yi x and zi x are determined. similarly, we get y2 x and z2(x) fromEq. 2.18 

andEq. 2.19, etc. 

Đúng nhƣ dự kiến, từ phƣơng trình 2.14 và phƣơng trình 2.15 chúng ta thấy rằng  

y0(x), z0(x) là một nghiệm của hệ rút gọn. Bởi vì gz khả nghịch, chúng ta có thể giải 

phƣơng trình. 2,17 để tìm z1. Bằng cách thế z1 vào phƣơng trình 2.15, chúng ta thu 

đƣợc một phƣơng trình vi phân tuyến tính của y1(x). Do đó, y1(x) và z1(x) đƣợc xác 

định, tƣơng tự nhƣ vậy, chúng ta nhận đƣợc y2(x) và z2(x)  từ phƣơng trình  2.18 và 

phƣơng trình 2.19. 

This construction of the coefficients of Eq. 2.12 and Eq. 2.13 shows that we can 

choose the initial values y}(0 arbitrarily, but that there is no freedom in the choice 

of z}(0. Consequently not every solution of Eq. 1.5 could be written in the formEq. 

2.12 andEq. 2.13. 

Cấu trúc của các hệ số của phƣơng trình2.12 và phƣơng trình2,13 cho thấy rằng 

chúng ta có thể chọn các giá trị ban đầu yj(0)  tùy ý, nhƣng không thể tự do chọn 

zj(0). Do đó không phải tất cả các nghiệm của phƣơng trình1.5 có thể đƣợc viết 

dƣới dạng phƣơng trình 2.12 và phƣơng trình 2.13. 

The same kind of analysis could be made for a Runge-Kutta method. We consider 

the Runge-Kutta method  

Phân tích tƣơng tự cũng có thể đƣợc thực hiện cho phƣơng pháp  Runge-Kutta. 

Chúng ta xét phƣơng pháp Runge-Kutta  
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......................... 

trong đó 

.......................... 

và các giai đoạn bên trong là  

............................... 

We formally expand all occurring quantities into powers of e with e - independent 

coefficients 

Về mặt hình thức, chúng ta khai triển tất cả các đại lƣợng xuất hiện thành lũy thừa 

của 𝜀 với các hệ số không phụ thuộc 𝜀.   

and similarly for zn, Zni and lni. Since Eq. 2.22 has the same form as Eq. 1.5 we 

will end up with exactly the same systems of equations as those we had after 

inserting the e-expansions of y(x) and z(x) in Eq. 1.5. If we subtract Eq. 2.24 from 

Eq. 2.12 we will get formally 

và tƣơng tự cho zn, Zni và Ini. Bởi vì phƣơng trình 2.22 có dạng giống nhƣ phƣơng 

trình1.5 chúng ta sẽ thu đƣợc một hệ phƣơng trình tƣơng tự nhƣ hệ thu đƣợc sau 

khi thế khai triển 𝜀 của y (x) và z (x) trong phƣơng trình 1.5. Nếu chúng ta trừ đi 

phƣơng trình  2,12 với phƣơng trình 2.24, về mặt hình thức chúng ta sẽ nhận đƣợc 

........................ 

 

The next theorem gives rigorous estimate of the remainder in (2.27)-(2.28). 

Định lý tiếp theo đƣa ra ƣớc lƣợng nghiêm ngặt về hiệu (2.27) - (2.28). 

THEOREM 2.2. [HW96, page 428] Consider the stiff problem Eq. 1.5 for which 

p{gz{x)) < — 1 with the initial values y(0), z(0 admitting a smooth solution. Apply 

the Runge-Kutta method Eq. 2.21-Eq. 2.23 of classical order p and stage order q 

(1 < q < p). Assume that the method is A-stable. that the stability function satisfies 

| R( inf) |< 1, and that the eigenvalues of the coefficient matrix A have positive 

real part. Then for any fixed constant c > 0 the global error satisfies for e < ch 

and p< q+ 1 
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Định lý 2.2. [HW96, trang 428] Xét bài toán cứng phƣơng trình 1.5 mà đối với nó 

….. với các giá trị ban đầu y(0), z(0) thừa nhận một nghiệm trơn. Áp dụng phƣơng 

pháp Runge-Kutta phƣơng trình2,21-Phƣơng trình2.23 bậc p cổ điển và bậc giai 

đoạn q (1 ≤q ≤p). Giả sử rằng phƣơng pháp  ổn định A và hàm ổn định thỏa mãn | 

R (inf) | <1, và trị riêng của ma trận hệ số A có phần thực dƣơng. Thế thì, đối với 

bất kỳ hằng số cố định c> 0  sai số toàn cục thỏa mãn đối với 𝜀 ≤ 𝑐𝑕 và 𝜇 ≤ q + 1 

.................. 

Here Ayn = y°° — y0 ( xn), Az° = z°° — z^ (xn),... are the global errors of the 

method applied to the systems derived from Eq. 1.5 and Eq. 2.12,Eq. 2.13. The 

estimates Eq. 2.29, Eq. 2.30 hold uniformly for h < h0. and nh < Const. 

Ở đây …….., …... là các sai số toàn cục của phƣơng pháp đƣợc áp dụng cho các hệ 

đƣợc rút ra từ phƣơng trình1.5 và phƣơng trình2.12, Phƣơng trình2.13. Các ƣớc 

lƣợng Phƣơng trình2,29, Phƣơng trình2,30 đều đúng cho h≤h0. và nh ≤Const. 

COROLLARY 2.1. Under the assumptions of Theorem 2.2 the global error of 

Runge-Kutta method satisfies 

Hệ quả 2,1. Theo giả thuyết của định lý 2,2 sai số toàn cục của phƣơng pháp 

Runge-Kutta  thỏa mãn 

...................... 

If in addition asi = bifor all i we have 

Ngoài ra, nếu  asi = bj đối với mọi i chúng ta có 

....................... 

The conclusion is that the explained error when solving a stiff system using a 

Runge-Kutta method, can be explained as a combination of errors from using the 

same Runge-Kutta method on the derived DAEs. 

Kết luận đƣợc rút ra là sai số xuất hiện khi giải một hệ cứng dùng phƣơng pháp 

Runge-Kutta có thể đƣợc xem nhƣ sự kết hợp các sai số từ việc dùng cùng một 

phƣơng pháp Runge-Kutta trên các DAE đƣợc rút ra. 

The table below shows the theoretical error bounds of some methods.  

Bảng dƣới đây cho thấy các cận sai số lý thuyết của một số phƣơng pháp.  
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